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摘要:研究了随机利率下含交易对手风险的期权定价问题.假设具有随机波动率的标的资产价格与交易对手资产

价值是随机相关的,且假设它们的跳跃都服从具有自刺激性的 Hawkes过程. 针对所构建的期权定价模型,求得了

脆弱欧式期权价格的半解析表达式. 数值分析中,通过快速傅里叶变换方法计算期权价格,发现所构建模型的期权

价格要高于 Poisson跳模型、固定相关模型和固定利率模型. 此外,期权价值随违约边界值和破产成本比例的增大

而减小;期权价值随标的初始价格和交易对手资产初始价值的增大而增大.
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Vulnerable option pricing under the Hawkes jump-diffusion model

Ma Yong, Lü Jianping
(College of Finance and Statistics, Hunan University, Changsha 410079, China)

Abstract: This paper investigates the issue of option pricing with counterparty risk under stochastic interest
rate. Assume that the value of the underlying asset with stochastic volatility and the value of the counterparty
asset are randomly correlated, and assume that their jumps are driven by the self-exciting Hawkes processes.
The semi-analytical expression for the vulnerable European option price under the proposed model is obtained.
In the numerical analysis, the option price is calculated by the fast Fourier transform method, and find the option
price under the constructed model is higher than the Poisson jump model, the constant correlation model and
the constant interest rate model. Moreover, option price decreases with the default boundary and the bankruptcy
cost ratio; option price increases with the underlying initial price and the counterparty asset initial value.
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1 引引引 言言言

近年来, 随着市场不确定性上升, 市场参与者管理个性化风险的需求增强, 从而使得场外期权交易规模

不断扩大. 场外期权是非集中场所交易的非标准化期权合约, 其往往面临着交易对手违约风险, 所以许多学

者也把它称为脆弱期权. 自 2007 年∼2008 年金融危机爆发以来, 许多大型金融机构和公司都面临破产倒闭

风险, 投资者对于场外期权遭受信用违约风险的担忧也日益增加, 因此在场外期权定价时考虑信用风险是

非常必要的.

Johnson 等[1]最先在 Merton[2]的公司债券违约模型上研究含有信用风险的期权定价问题. 在标的资产与

交易对手资产相互独立的前提下, Hull 等[3]构建了含有信用风险的衍生证券约化定价模型; 相关的研究还

收稿日期: 2020−11−02; 修订日期: 2021−06−28.

基金项目: 国家自然科学基金资助项目(71971077); 湖南省优秀青年科学基金资助项目(2019JJ30001).



606 系 统 工 程 学 报 第 37 卷

包括文献[4, 5]. Klein[6]对文献[3]进行了拓展, 允许标的资产与交易对手风险是相关性的, 同时考虑期权发

行人有其他负债. Klein 等[7] 研究了违约边界取决于期权和交易对手债务价值的脆弱期权定价问题. 吴恒煜

等[8]在文献[6]的基础上研究了不完全市场下有违约风险的欧式期权定价. Liao 等[9]考虑了交易对手在期权

到期之前可能发生的违约, 而且还考虑了交易对手的总资产, 标的股票和无违约零息债券之间的相关性并

得到解析定价公式. Liang 等[10]结合实际违约的触发机制探讨了场外交易市场欧式期权的信用风险和估值

模型.

然而, 上述文献关于脆弱期权定价模型的研究不尽完美的善. 例如, 常波动率假设与实际市场中所观察

到的波动率聚集、尖峰厚尾和波动率均值回复性等相矛盾, 常利率假设与实际市场利率随时变化不一致.
于是, 有学者在脆弱期权定价模型中考虑随机波动率[11,12]和随机利率[13,14]. 此外, 脆弱期权定价的大部分

文献都假设资产价值遵循对数正态扩散过程. 该假设忽略了新信息的到来和突发性灾难事件的发生可能导

致资产价格的不连续变化. 为了克服该缺陷, 有学者通过假设标的资产和交易对手资产都遵循泊松跳扩散

过程来刻画资产价格的不连续变化[15,16]. 泊松跳过程具有独立增量性, 其刻画的跳跃到达时间间隔相互独

立. 但学者们近年来发现跳跃并非独立到达, 而是广泛存在聚集现象[17−20]. 于是, 一些学者开始采用能刻画

跳跃聚集特征的点过程如Hawkes 过程对资产价格跳跃进行建模[21,22], 他们发现能刻画跳跃聚集的期权定

价模型都能显著改善定价能力. Ma 等[23] 提出一个基于 Hawkes 跳扩散的脆弱期权定价模型, 但该模型假设

利率和波动率都是常数.

另一方面, 在金融衍生品定价和风险管理中, 资产之间的相关性起着至关重要的作用. 简单地使用确定

的相关性往往容易导致定价和风险度量偏误, 这是因为真实市场中的相关性并确定[24]. 之后, 有学者在对外

国股票期权和双币种期权定价时考虑了随机相关[25−27]. 然而, 现有的脆弱期权定价模型尚未考虑随机相关.

考虑到随机利率、随机波动率、随机相关和跳跃集聚的现实重要性, 本文将在 Ma 等[23] 的模型基础上进

行拓展, 构建更符合市场实际的脆弱期权定价模型. 具体而言, 首先, 将标的资产与交易对手资产之间的随

机相关性纳入考虑, 并采用 Ornstein-Uhlenbeck(OU)过程对其建模; 其次, 将 Hull-White 随机利率纳入模型;
最后, 纳入由 Cox-Ingerson-Ross(CIR)过程驱动的标的资产波动率. 针对所构建的脆弱期权定价模型, 通过傅

里叶变换方法求得欧式脆弱期权价值的半解析表达式.

2 Hawkes跳跳跳扩扩扩散散散模模模型型型

令 (Ω,F , (F(t))06t6T , Q)为完备概率空间, 其中 T 为期权到期时间, (F(t))06t6T 表示信息流, Q 是风

险中性测度, E 表示 Q 下的期望. 令 S(t)和 V (t)分别表示标的资产和交易对手资产在 t 时刻的价值, 假
设 S(t)和 V (t)在概率空间(Ω,F , Q)中分别满足随机微分方程

dS(t)
S(t−)

= (r(t)− λ1(t)m1)dt+
√
ν(t)dW s(t) + (eξ1(t) − 1)dN1(t), (1)

dV (t)

V (t−)
= (r(t)− λ2(t)m2)dt+ σdW (t) + (eξ2(t) − 1)dN2(t), (2)

其中 σ > 0是常数.

随机利率 r(t)和瞬时方差 ν(t)满足如下随机微分方程

dr(t) = βr(θr − r(t))dt+ σrdW r(t), (3)

dν(t) = βν(θν − ν(t))dt+ σν

√
ν(t)dW ν(t). (4)

对每个 j ∈ {1, 2}, 假设跳跃幅度 ξj(t)是独立同分布的随机变量序列且 ξj(t) ∼ N(µj, σ
2
j ), 则 mj =

E
[
eξj(t) − 1

]
. Nj(t)是强度为 λj(t)的 Hawkes 过程, 其中

dλj(t) = ηj(λj,∞ − λj(t))dt+ γjjdNj(t), (5)
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W s(t), W ν(t), W (t), W r(t)都是测度 Q 下的标准布朗运动. dW s(t)dW ν(t) = ρ1dt, ρ1 是一常数, 而
且 dW s(t)dW (t) = ρ(t)dt, 其中 ρ(t)是满足以下方程的 OU 过程

dρ(t) = κρ (θρ − ρ(t)) dt+ ηρdW ρ(t), (6)

W ρ(t)是测度 Q下的标准布朗运动, 且W r(t)和W ρ(t)都独立于其它任何布朗运动.

根据文献[28],
√
κρ

ηρ
> 3是 −1 < ρ(t) < 1的充分条件.

令X(t) = lnS(t), Y (t) = ln V (t). 根据伊藤公式, 有

dX(t) =

(
r(t)− λ1(t)m1 −

1

2
ν(t)

)
dt+

√
ν(t)dW s(t) + dJ1(t), (7)

dY (t) =

(
r(t)− λ2(t)m2 −

1

2
σ2

)
dt+ σdW (t) + dJ2(t), (8)

其中 dJj(t) = ξj(t)dNj(t), j = 1, 2.

到期时间为 T 的零息债券在时间 0 6 t 6 T 的价格 P (t, T )可表示为 P (t, T ) = Et

[
e−

r T
t

r(u)du
]
.

若无风险利率 r(t)由 Hull-White 利率模型决定, 即其满足式(3), 则

P (t, T ) = exp(M(t, T )− L(t, T )r(t)), (9)

其中M(t, T ) = (θr − σ2
r

2β2
r
)(L(t, T )− (T − t))− σ2

r

4βr
(L(t, T ))2, L(t, T ) = 1

βr
(1− e−βr(T−t)).

通过以下 Radon-Nikodym 导数定义前向测度 QT, 即

dQT

dQ
=

e−
r T
0

r(u)du

P (0, T )
. (10)

在测度 QT下, 随机利率 r(t)满足随机微分方程

dr(t) = (βr(θr − r(t))− σ2
rL(t, T ))dt+ σrdWT

r (t), (11)

其中满足 dWT
r (t) = dW r(t) + σrL(t, T )dt的WT

r (t)在测度 QT 下是标准布朗运动.

3 特特特征征征函函函数数数

本节将求得 X(T )和 Y (T )在测度 QT 下的联合条件特征函数. 令 Z(t) = (X(t), Y (t))T, ϕ=(ϕ1, ϕ2)
T,

则 Z(T )的条件特征函数为

f(ϕ1, ϕ2, τ) = EQT
[
eiϕ

TZ(T ) | F(t)
]
, (12)

其中 i =
√
−1, τ = T − t.

令 ZJ(t)和 ZC(t)满足随机微分方程

dZJ(t) = (−λ1(t)m1dt+ dJ1(t),−λ2(t)m2dt+ dJ2(t))
T,

dZC(t) = (dXC(t), dY C(t))T,

其中

dXC(t) = (r(t)− 1

2
ν(t))dt+

√
ν(t)dW s(t),

dY C(t) = (r(t)− 1

2
σ2)dt+ σdW (t).

则显然有 Z(t) = ZJ(t) + ZC(t). 因为 Jj(t), j = 1, 2 与 W s(t), W (t), W ν(t), WT
r (t), W ρ(t)相互独立, 所

以

f(ϕ1, ϕ2, τ) = fC(ϕ1, ϕ2, τ)fJ(ϕ1, ϕ2, τ), (13)
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其中 fC(ϕ1, ϕ2, τ) = EQT
[
eiϕ

TZC(T ) | F(t)
]
, fJ(ϕ1, ϕ2, τ) = EQT

[
eiϕ

TZJ(T ) | F(t)
]
.

首先求 fJ(ϕ1, ϕ2; τ,X, Y, ρ, ν, r). 令

Ỹ (t) = (λ1(t), λ2(t), −m1

w t

0
λ1(s)ds+ J1(t), −m2

w t

0
λ2(s)ds+ J2(t))

T,

则 Ỹ (t)是一个满足以下方程的四维仿射跳扩散过程

dỸ (t) = (α̃+ β̃Ỹ (t))dt+
2∑

j=1

γjdKj(t),

λj(t) = δ̃jỸ (t),

其中 α̃ = (η1λ1,∞, η2λ2,∞,0V)
T, β̃ =

(
diag(−η1,−η2) 0M

diag(−m1,−m2) 0M

)
, Kj(t) = (Nj(t)1V, Jj(t)1V)

T, γ1 =

diag (γ11, 0, e1)
T
,γ2 = diag (0, γ22, e2)

T
, δ̃j = (ej,0V). 0V 表示元素全为 0 的二维行向量, 0M 表示元

素全为 0 的 2× 2矩阵, 1V 表示元素全为 1 的二维行向量. ej 表示二维行向量中第 j 个元素为 1, 其它元素

为 0.

根据文献[29], Ỹ (T )在时间 t的条件特征函数为

fỸ (ε, τ) = EQT
[
eε

TỸ (T ) | F(t)
]
= exp

(
G1(ε, τ) +G2(ε, τ)

TỸ (t)
)
, ε ∈ C4,

G2(ε, τ) = (G21(ε, τ), G22(ε, τ), G23(ε, τ), G24(ε, τ))
T满足以下微分方程

∂G1(ε, τ)

∂t
= −α̃TG2(ε, τ)

∂G2(ε, τ)

∂t
= −β̃TG2(ε, τ)−

2∑
j=1

(Ψj(γjG2(ε, τ))− 1)δ̃j
T
,

(14)

其中 Ψj(ω) =
r
R e

ωTφ(y)dFj(y),ω ∈ C4,φ(y) = (1V, y1V)
T, Fj(y) 是均值为 µj、方差为 σ2

j 的正态分布

函数.

此外, 边界条件 G1(ε, 0) = 0, G2(ε, 0) = ε. 从而可得

fJ(ϕ1, ϕ2, τ) = fỸ ((0V, iϕ1, iϕ2), τ). (15)

方程组(14)通常没有闭形式解, 将采用 Runge-Kutta 算法对其进行求解, 进而求出式(15).

下面求解 fC(ϕ1, ϕ2, τ). 在测度 QT下, 标的资产连续部分等价于

dZC(t) =

(
(r(t)− 1

2
ν(t))dt+

√
ν(t)dW̃ s(t), (r(t)− 1

2
σ2)dt+ σ(ρ(t)dW̃ s(t) +

√
1− ρ2(t)dW̃ (t))

)T

,

(16)

其中 dν(t) = βν(θν−ν(t))dt+σν

√
ν(t)(ρ1dW̃ s(t)+

√
1− ρ21dW̃ ν(t)), dr(t) = (βr(θr−r(t))−σ2

rL(t, T ))dt+
σrdWT

r (t), dρ(t) = κρ (θρ − ρ(t)) dt+ ηρdW ρ(t). W̃ s(t), W̃ (t), W̃ ν(t)是三个相互独立的标准布朗运动.

有下列结论.

定定定理理理 1 如果 ZC(t)由式(16)确定, 则XC(t)和式Y C(t)的联合特征函数为

fC(ϕ1, ϕ2, τ) = exp
(
A(ϕ1, ϕ2, τ)ν +B(ϕ1, ϕ2, τ)r + C(ϕ1, ϕ2, τ)ρ+D(ϕ1, ϕ2, τ) + iϕ1X

C + iϕ2Y
C
)
,

其中 A(ϕ1, ϕ2, τ) = d̃(ϕ1) + d(ϕ1)σ
2
ν

1− e−d(ϕ1)τ

1− g(ϕ1)e−d(ϕ1)τ
,

B(ϕ1, ϕ2, τ) =
i(ϕ1 + ϕ2)(1− e−βrτ )

βr

,

C(ϕ1, ϕ2, τ) =
(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)m

κρ

+
(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)n

l + κρ

el(τ−T )−



第 5 期 马 勇等: Hawkes 跳扩散模型下的脆弱期权定价 609

ρ1σσνiϕ2C1m

κρ − l1
e−l1τ − ρ1σσνiϕ2C1n

κρ + l − l1
e−lT+(l−l1)τ + C2e

−κρτ ,

D(ϕ1, ϕ2, τ) = βνθνH0(ϕ1, τ) + κρθρH1(ϕ1, ϕ2, τ) + βrθrH2(ϕ1, ϕ2, τ)− σ2
rH3(ϕ1, ϕ2, τ)+

1

2
σ2
rH4(ϕ1, ϕ2, τ) +

1

2
η2
ρH5(ϕ1, ϕ2, τ)−

1

2
σ2ϕ2(ϕ2 + i)τ ,

d(ϕ1) =
√
(ρ1σνiϕ1 − βν)2 + σ2

ν(iϕ1 + ϕ2
1),

g(ϕ1) =
d̃(ϕ1) + d(ϕ1)

d̃(ϕ1)− d(ϕ1)
,

C2 = −(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)m

κρ

− (ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)n

l + κρ

e−lT+

ρ1σσνiϕ2C1m

κρ − l1
+

ρ1σσνiϕ2C1n

κρ + l − l1
e−lT ,

d̃(ϕ1) = ρ1σνiϕ1 − βν ,

C1 = (iϕ1 + ϕ2
1)/(σ

2
ν/2− d(ϕ1)),

m, n, l, l1, Hj(ϕ1, ϕ2, τ), j = 0, 1, . . . , 5的具体表达式以及该定理的证明见附录 A.

最终求得X(t)和 Y (t)的联合特征函数为

f(ϕ1, ϕ2, τ) = fC(ϕ1, ϕ2, τ)fJ(ϕ1, ϕ2, τ). (17)

4 脆脆脆弱弱弱欧欧欧式式式期期期权权权定定定价价价

根据风险中性定价原理, 执行价格为K, 到期日为 T 的脆弱欧式看涨期权在时间 0 6 t 6 T 的价值为

C(X(t), Y (t), ρ(t), ν(t), r(t)) = EQ
[
e−

r T
t

r(s)ds
(
1{V (T )>D∗}(S(T )−K)++

1{V (T )<D∗}
(1− ω)V (T )(S(T )−K)+

D

)∣∣∣F(t)

]
, (18)

其中 ω 是破产成本比例. D 是交易对手总负债, 常数违约边界D∗ 小于D, 这是因为交易对手资不抵债时还

可能继续保持经营. 当信用事件发生时, 期权卖方支付比例为 (1−ω)V (T )

D
, 若 V (T ) > D∗, 则信用事件不会发

生, 期权持有者在 T 时刻将获得全部支付. 通过测度变换式(10), 该期权的价值可表示为

C(k, ζ) := C(X(t), Y (t), ρ(t), ν(t), r(t)) = P (t, T )×

EQT

[
1{eY (T )>eζ}

(
eX(T ) − ek

)+
+ 1{eY (T )<eζ}

(1− ω)eY (T )(eX(T ) − ek)+

D

∣∣∣F(t)

]
, (19)

其中X(T ) = lnS(T ), Y (T ) = lnV (T ), k = lnK, ζ = lnD∗.

定定定理理理 2 若标的物价格 X(t)和交易对手资产价值 Y (t)的联合特征函数为 f(ϕ1, ϕ2, τ), 则该脆弱欧式

看涨期权的价值为

C(k, ζ) = P (t, T )C1(k, ζ) + P (t, T )
(1− ω)

D
C2(k, ζ), (20)

其中

C1(k, ζ) =
e−α1k−β1ζ

(2π)2

w +∞

−∞

w +∞

−∞
e−i(δ1k+δ2ζ)ĉ1(δ1, δ2)dδ1dδ2, (21)

C2(k, ζ) =
e−α1k+β2ζ

(2π)2

w +∞

−∞

w +∞

−∞
e−i(δ1k+δ2ζ)ĉ2(δ1, δ2)dδ1dδ2, (22)
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ĉ1(δ1, δ2) =
f(δ1 − (α1 + 1)i, δ2 − β1i, τ)

(α2
1 + α1 − δ21 + i(2α1 + 1)δ1)(β1 + iδ2)

,

ĉ2(δ1, δ2) =
f(δ1 − (α1 + 1)i, δ2 − (1− β2)i, τ)

(α2
1 + α1 − δ21 + i(2α1 + 1)δ1)(β2 − iδ2)

,

其中 α1, β1, β2 > 0为阻尼系数. 证明见附录 B.

5 数数数值值值分分分析析析

这一节, 基于快速傅里叶变换(FFT)方法对构建的期权定价模型进行数值分析. 用于本文期权定价

的 FFT 算法过程见附录 C; 在使用 FFT 方法时, 令 N = 2 048, ω1 = ω2 = 600
N

, λ̃1 = λ̃2 = 2π
Nω1

, α1 = 1.2,
β1 = β2 = 2, T = 1. 表 1 是基于文献[17, 23, 28, 32]设定的基准参数值. 在模型对比分析中, Poisson 跳模型

中的跳强度设定为 Hawkes 跳模型中的长期均值水平(1). 固定相关模型中的常数相关设定为随机相关模型

中的长期均值水平(0.5). 固定利率模型中的常利率设定为随机利率模型中的长期均值水平(0.05).

表 1 基准参数值

Table 1 The parameter values in the base case

S(0) V (0) K ν(0) ρ(0) λ1(0) λ2(0) r(0) D∗ D ρ1

10 10 10 0.02 0.15 1 1 0.02 10 10 −0.5

βν κρ η1 η2 βr θν θρ λ1,∞ λ2,∞ θr σν

1.8 3.5 18 18 0.5 0.02 0.5 1 1 0.05 0.6

ηρ γ11 γ22 σ σr µ1 µ2 σ1 σ2 ω

0.3 4 4 0.16 0.12 −0.1 −0.1 0.24 0.24 0.5

图 1 呈现了本文模型与 Poisson 跳模型、固定相关模型和固定利率模型下的(看涨)期权价格与执行价格

的关系.

图 1 本文模型与 Poisson跳模型、固定相关模型和固定利率模型所得脆弱期权价值比较
Fig. 1 The comparison between the vulnerable option prices from the proposed model, Poisson jump model,

constant correlation model and constant interest rate model

从图 1 可以看出, 期权价格都随执行价格 K 的增加而逐渐递减, 而且 Hawkes 跳模型的期权价格高

于 Poisson 跳模型, 随机相关模型的期权价格高于固定相关模型, 随机利率模型的期权价格高于固定利率,
这是因为随机跳强度模型、随机相关模型和随机利率模型都会导致较大的资产价格不确定性.

图 2 展示了期权价格关于违约边界D∗、破产成本比例 ω、标的资产初始价格 S(0)和交易对手资产初始

价值 V (0)之间的敏感性分析. 从图中可知, 期权价值随着违约边界值的增加而递减, 这是因为随着违约边界

的增加, 交易对手违约的概率会增大; 期权价格随破产成本比例的增大而降低, 这是因为当违约事件发生时,
破产成本比例将会影响回收率, 破产成本比例越大, 回收率越小, 那么造成期权持有人的损失则更大; 期权

价格随标的资产初始价格的增大而增大, 这是因为标的资产初始价格越大, 标的资产在到期日超过执行价
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格的可能性就越大; 期权价格随交易对手资产初始价值的增大而增大, 这是因为交易对手资产初始价值越

大, 其资产的价值在到期日超过违约边界的概率就越大, 从而违约概率越小.

图 2 期权价格与违约边界、破产成本比例、标的资产初始价格和交易对手资产初始价值之间的关系

Fig. 2 The relations between the option prices and default boundary, bankruptcy cost ratio, the underlying price and the counterparty’s asset value

6 结结结束束束语语语

本文研究了具有交易对手违约风险的脆弱期权定价问题. 假设标的资产价值与交易对手资产价值都

服从自刺激的 Hawkes 跳过程, 且标的资产价值与交易对手资产价值是由 OU 过程驱动的随机相关. 此外,
还将 Hull-White 随机利率纳入模型, 并且考虑标的资产的波动率是由 CIR 过程所驱动. 基于该脆弱期权定

价模型, 求得了脆弱欧式(看涨)期权价格的半解析表达式. 通过数值分析, 发现 Hawkes 跳跃的期权价格高

于 Poisson 跳跃、具有随机相关性的期权价格高于固定相关性以及具有随机利率的期权价格高于固定利率.
此外, 期权价值随违约边界值的增大而减小; 破产成本越高, 期权价格就越低; 期权价值随标的资产初始价

格和交易对手资产初始价值的增加而增加.
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附录 A(定理 1 的证明)
运用 Feynman-Kac 定理可知XC 和 Y C 的联合特征函数 fC(ϕ1, ϕ2, τ)满足如下偏微分方程

−∂fC
∂τ

+ (r − 1

2
ν)

∂fC
∂XC

+ (r − 1

2
σ2)

∂fC
∂Y C

+ βν(θν − ν)
∂fC
∂ν

+ (βr(θr − r)− σ2
rL)

∂fC
∂r

+

κρ(θρ − ρ)
∂fC
∂ρ

+
1

2
ν

∂2fC
∂(XC)2

+
1

2
σ2 ∂2fC

∂(Y C)2
+

1

2
σ2
νν

∂2fC
∂ν2

+
1

2
σ2
r
∂2fC
∂r2

+

1

2
η2
ρ
∂2fC
∂ρ2

+ ρ1σνν
∂2fC

∂XC∂ν
+ σρ

√
ν

∂2fC
∂XC∂Y C

+ ρ1σσνρ
√
ν

∂2fC
∂Y C∂ν

= 0. (A.1)

方程(A.1)的边界条件为 fC(ϕ1, ϕ2, 0) = eiϕ1X
C+iϕ2Y

C

. 而方程(A.1)是非线性的偏微分方程, 仿射过程的一般结果在这

里不再适用, 这时需要对其非仿射项进行合理近似以便产生仿射形式. 从方程(A.1) 可知, 其非仿射项是 σρ(t)
√

ν(t),

ρ1σσνρ(t)
√

ν(t). 因此, 只需对 ρ(t)
√

ν(t) 进行合理近似. 根据文献[28] 可得近似结果

ρ(t)
√

ν(t) ≈ ρ(t)EQT
[√

ν(t)
]
. (A.2)

根据文献[30],

EQT
[√

ν(t)
]
≈ m+ ne−lt, (A.3)

其中 d̂ =

√(
ν(0)e−βν − σ2

ν(1−e−βν )
4βν

)
+ θν (1− e−βν ) +

σ2
νθν(1−e−βν )2

8βνθν+8βνe−βν (ν(0)−θν)
, m =

√
θν − σ2

ν
8βν

, n =
√

ν(0)−m,

l = − ln
(
n−1(d̂−m)

)
.

根据文献[29], 首先假设式(A.1)中的特征函数 fC(ϕ1, ϕ2, τ)具有如下形式

fC(ϕ1, ϕ2, τ) = exp
(
A(ϕ1, ϕ2, τ)ν +B(ϕ1, ϕ2, τ)r + C(ϕ1, ϕ2, τ)ρ+D(ϕ1, ϕ2, τ) + iϕ1X

C + iϕ2Y
C
)
, (A.4)

其中边界条件A(ϕ1, ϕ2, 0) = 0, B(ϕ1, ϕ2, 0) = 0, C(ϕ1, ϕ2, 0) = 0, D(ϕ1, ϕ2, 0) = 0. 将式(A.4) 代入式(A.1)以及将式(A.2),

式(A.3)代入式(A.1)近似替换, 得到如下常微分方程组

dA
dτ

=
1

2
σ2
νA

2 + (ρ1σνiϕ1 − βν)A− 1

2
(iϕ1 + ϕ2

1), (A.5)

dB
dτ

= −βrB + i(ϕ1 + ϕ2), (A.6)

dC
dτ

= −κρC + ρ1σσνiϕ2E
QT

[√
ν(t)

]
A− σϕ1ϕ2E

QT
[√

ν(t)
]
, (A.7)

dD
dτ

= βνθνA+ κρθρC + (βrθr − σ2
rL)B +

1

2
σ2
rB

2 +
1

2
η2
ρC

2 − 1

2
σ2ϕ2(ϕ2 + i), (A.8)

其中式(A.5)是关于A 的常系数 Riccati 方程, 式(A.6)是关于 B 的一元线性常微分方程. 通过简单计算可直接求得

A(ϕ1, ϕ2, τ) =
d̃(ϕ1) + d(ϕ1)

σ2
ν

· 1− e−d(ϕ1)τ

1− g(ϕ1)e−d(ϕ1)τ
, (A.9)
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B(ϕ1, ϕ2, τ) =
i(ϕ1 + ϕ2)(1− e−βrτ )

βr
, (A.10)

其中 d(ϕ1) =
√

(ρ1σνiϕ1 − βν)2 + σ2
ν(iϕ1 + ϕ2

1), g(ϕ1) =
d̃(ϕ1)+d(ϕ1)

d̃(ϕ1)−d(ϕ1)
, d̃(ϕ1) = ρ1σνiϕ1 − βν .

对于 C(ϕ1, ϕ2, τ)的求解, 首先进行如下近似

1− e−l1τ ≈ 1− e−d(ϕ1)τ

1− g(ϕ1)e−d(ϕ1)τ
, (A.11)

其中 l1 = − ln( e
−d(ϕ1)−g(ϕ1)e

−d(ϕ1)

1−g(ϕ1)e
−d(ϕ1) ). 式(A.11)的详细证明见文献[28], 于是

A(ϕ1, ϕ2, τ) = C1(1− e−l1τ ), (A.12)

其中 C1 = d̃(ϕ1)+d(ϕ1)

σ2
ν

. 将(A.3), (A.12)代入(A.7)可得

dC
dτ

= −κρC + ρ1σσνiϕ2C1(m+ ne−l(T−τ))(1− e−l1τ )− σϕ1ϕ2(m+ ne−l(T−τ)), (A.13)

从而

C(ϕ1, ϕ2, τ) =
(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)m

κρ
+

(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)n

l + κρ
el(τ−T )−

ρ1σσνiϕ2C1m

κρ − l1
e−l1τ − ρ1σσνiϕ2C1n

κρ + l − l1
e−lT+(l−l1)τ + C2e

−κρτ , (A.14)

其中

C2 = − (ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)m

κρ
− (ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)n

l + κρ
e−lT +

ρ1σσνiϕ2C1m

κρ − l1
+

ρ1σσνiϕ2C1n

κρ + l − l1
e−lT .

将式(A.9), 式(A.10), 式(A.14)和 L(t, T ) = 1
βr
(1− e−βr(T−t))代入(A.8)直接积分得

D(ϕ1, ϕ2, τ) = βνθνH0(ϕ1, τ) + κρθρH1(ϕ1, ϕ2, τ) + βrθrH2(ϕ1, ϕ2, τ)− σ2
rH3(ϕ1, ϕ2, τ)+

1

2
σ2
rH4(ϕ1, ϕ2, τ) +

1

2
η2
ρH5(ϕ1, ϕ2, τ)−

1

2
σ2ϕ2(ϕ2 + i)τ, (A.15)

其中

H0(ϕ1, τ) =− 2

σ2
ν

((
d̃(ϕ1) + d(ϕ1)

2
)τ + log(

−d̃(ϕ1) + d(ϕ1) + (d̃(ϕ1) + d(ϕ1))e
−d(ϕ1)τ

2d(ϕ1)
)),

H1(ϕ1, ϕ2, τ) =
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I1 =
(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)

2m2

κ2
ρ

, I2 =
(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)

2n2

2l(l + κρ)2
, I3 = − (ρ1σσνiϕ2C1m)2
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, I7 = −2(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)ρ1σσνiϕ2C1mn

κρ(l − l1)(κρ + l − l1)
,

I8 =−2(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)(ρ1σσνiϕ2C1)mn

(l + κρ)(κρ − l1)(l − l1)
, I9 = −2(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)(ρ1σσνiϕ2C1)n

2

(2l − l1)(l + κρ)(κρ + l − l1)
,

I10 =
2(ρ1σσνiϕ2C1)(ρ1σσνiϕ2C1)mn

(κρ − l1)(κρ + l − l1)(l − 2l1)
, I11 = −2(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)C2m

κ2
ρ

,

I12 =
2(ρ1σσνiϕ2C1 − σϕ1ϕ2)C2n

(l + κρ)(l − κρ)
, I13 =

2ρ1σσνiϕ2C1C2m

(κρ − l1)(κρ + l1)
, I14 = − 2ρ1σσνiϕ2C1C2n

(κρ + l − l1)(l − l1 − κρ)
.

最终求得A(ϕ1, ϕ2, τ), B(ϕ1, ϕ2, τ), C(ϕ1, ϕ2, τ)和D(ϕ1, ϕ2, τ), 进而求得 fC(ϕ1, ϕ2, τ). 通过式(A.4)和式(15)可得X(t)和Y (t)

的联合特征函数

f(ϕ1, ϕ2, τ) = fC(ϕ1, ϕ2, τ)fJ(ϕ1, ϕ2, τ). (A.16)

附录 B(定理 2 的证明)
令

C1(k, ζ) = EQT
[
(eX(T ) − ek)+1{eY (T )>eζ} | F(t)

]
, (B.1)

C2(k, ζ) = EQT
[
eY (T )(eX(T ) − ek)+1{eY (T )<eζ} | F(t)

]
, (B.2)

则式(19)可变为

C(k, ζ) = P (t, T )C1(k, ζ) + P (t, T )
(1− ω)

D
C2(k, ζ). (B.3)

下面通过傅里叶变换求解 C1(k, ζ)和 C2(k, ζ)的表达式, 进而求得(B.3)中期权价格的表达式. 因为 C1 和 C2 不是平方可

积的, 因此不能直接使用傅里叶变换. 根据文献[33], 需要对 C1(k, ζ)和 C2(k, ζ)进行修正, 令

c1(k, ζ) = eα1keβ1ζC1(k, ζ), c2(k, ζ) = eα1ke−β2ζC2(k, ζ), (B.4)

其中 α1, β1, β2 > 0 为阻尼系数, 此时 c1(k, ζ)和 c2(k, ζ)是平方可积的, 其傅里叶变换分别为

ĉ1(δ1, δ2) =
w +∞

−∞

w +∞

−∞
eiδ1keiδ2ζc1(k, ζ)dkdζ, (B.5)

ĉ2(δ1, δ2) =
w +∞

−∞

w +∞

−∞
eiδ1keiδ2ζc2(k, ζ)dkdζ. (B.6)

对 ĉ1(δ1, δ2)进行计算并运用 Fubini 定理可得

ĉ1(δ1, δ2) =
w +∞

−∞

w +∞

−∞
e(iδ1+α1)ke(iδ2+β1)ζEQT

[
(eX(T ) − ek)+1{eY (T )>eζ} | F(t)

]
dkdζ

=EQT
[w +∞

−∞
e(iδ2+β1)ζ1{eY (T )>eζ}

w X(T )

−∞
(e(iδ1+α1)keX(T ) − e(iδ1+α1+1)k)dkdζ | F(t)

]
=

1

α2
1 + α1 − δ21 + i(2α1 + 1)δ1

EQT
[w Y (T )

−∞
e(iδ2+β1)ζe(iδ1+α1+1)X(T )dζ | F(t)

]
=

1

(α2
1 + α1 − δ21 + i(2α1 + 1)δ1)(iδ2 + β1)

EQT
[
e(iδ1+α1+1)X(T )+(iδ2+β1)Y (T ) | F(t)

]
=

f(δ1 − (α1 + 1)i, δ2 − β1i, τ)

(α2
1 + α1 − δ21 + i(2α1 + 1)δ1)(iδ2 + β1)

.

类似可证

ĉ2(δ1, δ2) =
f(δ1 − (α1 + 1)i, δ2 − (1− β2)i, τ)

(α2
1 + α1 − δ21 + i(2α1 + 1)δ1)(−iδ2 + β2)

.

对 ĉ1(δ1, δ2)和 ĉ2(δ1, δ2)进行傅里叶逆变换可得

C1(k, ζ) =
e−α1k−β1ζ

(2π)2

w +∞

−∞

w +∞

−∞
e−i(δ1k+δ2ζ)ĉ1(δ1, δ2)dδ1dδ2,
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C2(k, ζ) =
e−α1k+β2ζ

(2π)2

w +∞

−∞

w +∞

−∞
e−i(δ1k+δ2ζ)ĉ2(δ1, δ2)dδ1dδ2.

最终, 可得脆弱欧式看涨期权价格

C(k, ζ) = P (t, T )C1(k, ζ) + P (t, T ) (1−ω)
D

C2(k, ζ).

附录 C(期权定价的 FFT 算法过程)

根据文献[33], 可以使用梯形法则计算期权价值表达式(20)中的双重积分. 首先, 对式(21)中涉及 C1(k, ζ)的傅里叶积分进

行如下和式近似表示

C1(k, ζ) ≈
e−α1k−β1ζ

(2π)2

N−1∑
a1=0

N−1∑
b1=0

e−i(sa1k+sb1ζ)ĉ1(sa1, sb1)ω1ω2, (C.1)

其中 sa1 = (a1 − N
2
)ω1, sb1 = (b1 − N

2
)ω2 和 a1, b1 = 0, 1, . . . , N − 1. N 是区间的数目, ω1 和 ω2 都表示步长.

在二维快速傅里叶变换算法中, 定义

kp1 = (p1 −
N

2
)λ̃1, ζq1 = (q1 −

N

2
)λ̃2,

其中 λ̃1ω1 = λ̃2ω2 = 2π
N

, 0 6 p1, q1 6 N .

对 N ×N 个不同执行价格对数和不同违约边界对数, C1(kp1 , ζq1)可近似表示为[33]

C1(kp1 , ζq1) ≈
e−α1kp1−β1ζq1

(2π)2
φ1(t, T )ω1ω2, (C.2)

其中 φ1(t, T ) = (−1)p1+q1
N−1∑
a1=0

N−1∑
b1=0

e−
2πi
N

(a1p1+b1q1)[(−1)a1+b1 ĉ1(sa1, sb1)].

类似, 对 C2(k, ζ)的傅里叶积分进行如下和式近似

C2(k, ζ) ≈
e−α1k+β2ζ

(2π)2

N−1∑
a2=0

N−1∑
b2=0

e−i(sa2k+sb2ζ)ĉ2(sa2, sb2)ω1ω2, (C.3)

其中 sa2 = (a2 − N
2
)ω1, sb2 = (b2 − N

2
)ω2, a2, b2 = 0, . . . , N − 1.

同样, 对于不同执行价格对数和不同违约边界对数的 C2(kp1 , ζq1)有如下数值近似[33]

C2(kp1 , ζq1) ≈
e−α1kp1+β2ζq1

(2π)2
φ2(t, T )ω1ω2, (C.4)

其中 φ2(t, T ) = (−1)p1+q1
N−1∑
a2=0

N−1∑
b2=0

e−
2πi
N

(a2p1+b2q1)[(−1)a2+b2 ĉ2(sa2, sb2)].

最后, 关于 N ×N 个不同执行价格对数和违约边界对数的脆弱期权价格的近似值为

C(kp1 , ζq1) =P (t, T )C1(kp1 , ζq1) + P (t, T )
(1− ω)

D
C2(kp1 , ζq1)

≈P (t, T )
e−α1kp1−β1ζq1

(2π)2
φ1(t, T )ω1ω2 + P (t, T )

(1− ω)

D

e−α1kp1+β2ζq1

(2π)2
φ2(t, T )ω1ω2,

此时可以利用 FFT 对以上和式进行计算.


