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摘要:为有效地刻画 VIX的均值回复性与非高斯性,在风险中性测度下,以调和稳态过程替换简单跳过程,构建带

调和稳态的 OU与 CIR模型,并应用 Doob鞅的方法求解其仿射解结构的特征函数,进而求出 VIX期权公式用于

定价实证. 实证表明: 带调和稳态的均值回复模型明显优于其他定价模型,而带调和稳态的 CIR模型为最优定价模

型. 从而得出带调和稳态的均值回复模型不仅有较好的经济解释,而且可抓住 VIX均值回复与非对称跳的特征,降

低 VIX期权定价的误差的结论.
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Abstract: In order to effectively characterize the mean reverting and non-Gaussianity of VIX, using the risk
neutral measure, this paper replaces the simple jump process with the tempered stable processes, constructs
the OU model and CIR model with the tempered stable processes, and applies the Doob martingale method
to solve the characteristic function of its affine solution structure, and then the VIX option pricing formula is
obtained for empirical pricing. The empirical results show that the mean reverting model with tempered stable
processes is significantly better than other pricing models, and the CIR model with tempered stable process is
the optimal pricing model in this paper. Therefore, it is concluded that the mean reverting model with tempered
stable processes not only has a good economic explanation, but also can capture the characteristics of VIX
mean reverting and asymmetric jump, thereby reducing the error of VIX option pricing.
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1 引引引 言言言

随着国际经济与金融一体化的步伐不断加快,各国金融市场出现了较大的联动性,金融系统性风险日益

加剧,投资者对系统性风险规避的需求也随之增加. VIX作为一种系统性风险指数,其衍生品不仅可以作为

金融产品进行投资,也可以作为系统性风险的对冲工具,因此广受投资者的追捧.

在金融研究领域,对 VIX的研究热情随着投资者追捧热度的上涨而上涨,研究成果也颇为丰富.目前

有两种 VIX 建模的思路:一种是基于 VIX 直接建模, 另一种是基于风险中性测度下 S&P500 指数模型推

导 VIX模型. 两种方法都假定 VIX模型在风险中性测度下是一个鞅过程. 然而,大量研究为满足 VIX模型

在风险中性测度下的鞅性,使用带简单跳的均值回复模型或者加入一些限定条件,从而影响了模型的定价

精准度.本文基于 VIX的基础资产是 S&P500股票的前提,即 VIX不能用来交易,其模型在风险中性测度下

也不需要满足鞅性. 因此,本文在风险中性测度下,源于日历时间与内在时间视角以调和稳态过程代替简单

跳过程,构建带调和稳态的 OU与 CIR模型进行 VIX期权定价实证. 在期权定价公式中,本文采用经济学背

景对期权积分上限进行截断,使积分收敛,同时将期权定价中的折现因子参数化,应用实证数据对其进行校

正. 实证结果表明: 带调和稳态的 OU与 CIR模型明显优于其它定价模型,而带调和稳态的 CIR模型为本文

最优定价模型. 从而得出带调和稳态的均值回复模型不仅有较好的经济解释,更能抓住一般跳刻画不理想

的非对称跳,降低模型定价误差的研究结论.

在风险中性测度下,基于调和稳态均值回复模型对 VIX期权进行定价,因此文献综述也是围绕鞅性与

风险中性测度、均值回复的 VIX时序模型、内在时间与 Lévy过程及国内关于 VIX的研究四部分展开.

目前大部分研究都假定 VIX在风险中性测度是一个鞅过程,然而基于 VIX基础资产 S&P500股票在风

险中性测度下是一个鞅过程很难证明 VIX在风险中性测度下的鞅性. 为了构建风险中性测度下的鞅性,其

中一类研究思路是应用期货在风险中性测度下的鞅性,如 Mencia等[1]直接基于 VIX期货构建期权定价模

型, Park[2]直接假定 VIX期货在风险中性测度下是一个 Doob鞅. 另一种研究根据风险中性测度下 S&P500

指数推出 VIX计算公式,加入限定条件使其成为一个鞅,如 Luo等[3]的研究.由于 VIX是基于 S&P500指数

及其衍生品求出,本文假定真实的 S&P500衍生品价格与风险中性测度下的价格重合,这样 S&P500衍生品

在风险中性测度下,根据 S&P500衍生品计算出的 VIX也在风险中性测度下. 基于这个假定,可以去掉鞅性

约束条件,直接在风险中性测度下,根据 VIX的特征构建模型.

Whaley[4]给波动率期货定价时,提出观测到的波动率指数服从几何布朗运动,由于几何布朗运动没有均

值回复性,因此他的模型忽略了波动率指数均值回复的特点. 与此相对,另外两个比较著名的均值回复模型

是平方根过程与对数乌伦贝尔过程. 平方根过程是由 Grunbichler等[5]提出的, Zhang等[6]应用 VIX及其期

权的历史数据对 VIX服从平方根过程进行了实证分析,并对其中的参数进行了估计,得到了 VIX期权的定

价误差. Dotsis等[7]运用 VIX期货数据实证了带跳的平方根扩散过程的拟合效果,因为时间跨度太短均值

回复特征不能体现,研究发现几何布朗运动得到的结果更为精准. Wang等[8]通过实证比较了平方根过程与

几何布朗运动在 VIX期权的应用,研究结果表明几何布朗运动构成的模型更适应 VIX期权定价,这种研究

结果的一种解释是 VIX期权更服从由 Detemple等[9]提出的另一个均值回复模型(对数乌伦贝尔过程). 除

了这些实证依据,从长期的均值回复角度分析,平方根过程与对数乌伦贝尔过程在 VIX的持续性上表现出

很大不同.后期研究是基于对数乌伦贝尔过程进行了扩展,引入了仿射跳模型. Barletta等[1]通过核加权多

项式正交展开的方法来近似密度函数,并以此方法代替傅里叶变换,应用于基于仿射跳模型 VIX期权定价.

Bardgett等[11]使用了一个包含 S&P500与 VIX指数回报与期权价格的非平衡面板,估计了一个灵活的仿射

模型,并分析 VIX期权对模型进样与出样性能的贡献,研究发现,基于仿射模型包含了 S&P500指数没有涵

盖的信息.
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Hurst等[12]提出了内在时间的概念,并基于内在时间建立定价模型,假定影响股价的是信息与时间,信

息随着时间到达的过程是一个从属过程,基于从属过程的布朗运动是一个稳态的 Lévy过程. 在定价中,稳

态的 Lévy过程测度趋于无穷,因此其期权价值不满足平方可积性, Wu[13]应用阻尼幂概率抑制稳态的 Lévy

跳测度,这样使得期权价格变得平方可积,将阻尼幂概率与稳态过程两者结合起来,就构成调和 α–稳态分

布. Kim等[14−16]研究发现,金融资产收益率尾部分布常常介于正态分布与稳态分布之间,这类稳态过程,有

效地刻画了厚尾特征. Kim等[14]设立了相应的调和函数,对稳态过程进行了一定修正. Carr等[17]详尽地描

述了基于时变 Lévy过程的定价模型,并采用了无穷小跳跃 Lévy过程建立了无穷活动率模型,研究结果表

明,无穷活动率模型不仅能够捕捉小跳跃,甚至可以采用无穷小跳替代连续扩散过程,进而取得更好的定价

效果. Rosiński[18]、Bianchi等[19]和 Kim等[14]建立了一类新的 Lévy过程,称为调和稳态 Lévy过程,其跳跃测

度是通过修正 Lévy稳态的随机测度而来,并且可以借助尾部参数来控制随机分布的厚尾程度. Madan[20]提

出应用 CVG过程与 VG过程构建定价模型,该模型较好地拟合了内在时间的概念. 刘志东等[21,22]采用特征

函数的连续矩估计方法与贝叶斯推断的方法,进行了经典调和稳态和修正调和稳态的参数估计与运动特征

的分析.朱福敏等[23]基于 VG过程与贝叶斯参数学习进行 S&P500衍生品定价. 宫晓莉等[24] 应用双指数跳

分析上市公司违约风险. Yahua等[25]应用基于调和稳态的 OU模型对 SHIBOR利率指数进行了分析.刘志

东等[26]构建带 Lévy过程的非高斯 OU随机波动率模型,并基于此模型进行期权定价.

鲍群芳等[27]将跳因素与均值回复因素引入了 VIX模型,使 VIX模型更加合理. 周海林等[28]构建了 VIX

与 GARCH扩散模型中波动率之间的关系模型,并采用 S&P500与 VIX进行了实证. 柳向东[29]应用一个随

机波动率模型拟合 VIX ,在该模型下讨论了 VIX指数的期权定价问题.王骋翔[30]提出一种应用于 VIX期

权定价的随机波动率模型,并且该模型中某个参数与宏观经济状态有关.

综合现有研究,本文将调和稳态过程引入带均值回复性的期权定价模型,用布朗运动拟合日历时间带来

的波动,可视为随着时间的延展,单位时间到达量比较稳定的信息带来的波动.用调和稳态拟合内在时间带

来的波动,可视为单位时间内到达量不稳定的信息带来的波动.日历时间用自然数数列进行刻画,内在时间

是以自然数列驱动的 Gamma从属过程进行刻画,两个时间带来的波动都同为布朗运动,区别在于前者是自

然数列直接驱动的布朗运动,后者是 Gamma从属过程驱动的布朗运动. Gamma从属过程驱动的布朗运动

是一个 VG调和稳态过程中,因此本文构建基于调和稳态过程的均值回复模型. 基于调和稳态过程的均值

回复模型不仅能较好地刻画随机分布尖峰、厚尾、有偏与波动集聚的特征,而且能较好地拟合非对称跳. 以

带调和稳态的均值回复模型替代带简单跳的随机波动率模型,并结合多类结构模型进行对比分析.在理论

层面, VIX期权更多作为规避系统风险的工具,具有保险产品的一些特征,该研究不仅丰富了已有期权定价

理论,为投资者与风险管理者提供一种期权定价方法,而且为系统性风险规避与相关期权定价做一些基础

性的边际贡献. 在实证层面,本文采用多种定价模型多指标对比分析的方法,进一步详实模型的应用价值.

2 VIX统统统计计计性性性质质质分分分析析析

研究 VIX的统计性质,采用 2012–10–19∼2017–10–18的历史数据,分别对 VIX与对数化后 VIX统计性

质进行分析,其结果见表 1.

表 1 VIX基本统计指标分析
Table 1 Analysis of basic statistical indicators of VIX

Index Min Max Mean Median Std Skew Kurt

VIX 9.190 0 40.740 0 14.664 3 13.830 0 3.545 3 1.799 9 8.371 9

LnVIX 2.218 1 3.707 2 2.660 6 2.626 8 0.215 8 0.863 5 4.187 6

从统计性质不难得出, VIX方差较大,如果将其对数化后进行研究,可以降低其拟合的难度.峰度是描
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述时间序列所有样本分布形态陡缓程度的统计量,峰度统计量与正态分布相比较,峰度为 3表示该样本数

据分布与正态分布的陡缓程度相同,但从统计分析中得出, VIX峰度为 8.371 9,其取完对数后时间序列峰

度为 4.187 6, 均大于 3, 表示该样本数据分布比正态分布更陡峭尖峰. 偏度与峰度统计性质类似, 它是描

述样本数据分布形态的统计量,从一定程度上反映时间序列分布的对称性,从下表可以得出, VIX的偏度

为 1.799 9,取完对数后的偏度为 0.863 5,存在右偏或正偏现象,即在密度函数的右侧有拖尾.

以上统计特征说明,与大多数金融时间序列一样, VIX不仅与时间有关,还与单位时间内到达信息量的

多少相关,因此出现了尖峰、有偏与不对称拖尾的统计特征.

接着从 VIX与取对数后 VIX时间序列演变路径图(图 1与图 2)观察其时间序列特征.
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图 1 VIX数据路径

Fig. 1 The data path of VIX
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图 2 VIX对数化后数据路径

Fig. 2 The logarithmic data path of VIX

从图 1与图 2分析,不难得出以下结论: 1) VIX在 2015年 8月达到了最大值,然后又迅速向均值点回

复. 2) VIX存在波动集聚. 3)向上的峰值特别尖锐,而且相对较少,而向下峰值却比较多,而且相差不大,从

而验证了波动率跳跃的非对称性,即上跳与下跳的幅度与频率各不相同. 4) VIX的均值回复特征明显.

应用 5年中的 VIX数据,从密度函数角度对其统计特征进行分析, VIX密度函数如图 3和图 4所示.
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图 3 VIX密度函数

Fig. 3 The density function of VIX
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图 4 VIX对数化后密度函数

Fig. 4 The logarithmic density function of VIX

从 VIX密度函数(图 3)与 VIX对数化后密度函数(图 4)可以得出,无论是 VIX原始数据,还是取其对数

形式,其整个密度函数的尖峰程度比较明显,而且密度函数左边比较陡峭,尾部几乎截断,右边比较平滑,有

较长的拖尾.
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3 调调调和和和稳稳稳态态态的的的均均均值值值回回回复复复模模模型型型

3.1 带带带跳跳跳的的的均均均值值值回回回复复复模模模型型型

从图 1与图 2分析不难得出, VIX与对数化后的 VIX路径具有均值回复的性质,而经典的均值回复模

型有 OU过程与 CIR过程. 经典的均值回复模型不带有跳跃项,仅能反映日历时间带来的波动,较难刻画内

在时间带来的非对称跳跃. 本文使用带跳的 OU与 CIR过程对对数化后的 VIX路径进行刻画,借以反映日

历时间与内在时间带来的波动.带跳的 OU模型[31] 给出了其特征函数解的一般形式,但没有涉及到具体跳

过程的类型,其结构形式为 dXt = a(θ −Xt)dt+ σdBt + dJt. 若令 E[eiuXT |Xt]是一个 Doob鞅,则可以根

据 Doob鞅的性质,通过求解 Kolmogorov向后方程可得

E[eiuXt ] = ϕ(u) = e[A(t;u)+x0B(t;u)],

A (t;u) =
w t

0

{
aθB (τ ;u) + σ2B2 (τ ;u) /2 + E

[
eJB(τ ;u) − 1

]}
dτ , (1)

B(t;u) = iue−at,

其中 A(t;u)的详细计算如下,
r t
0
aθB(τ ;u)dτ = iθu(1− z),

r t
0
σ2B2(τ ;u)/2dτ = (−σ2u2(z2 − 1))/(4k),

E[eJB(t;u)] = E[eiuzJ ] = φJ(uz). 其中z = e−kt, φJ 是 J 的特征函数,跳跃项只与 E[eJB(t;u) − 1]有关,以上

推导的详细过程可以参考文献[32].

当 VIX 的波动大小与 VIX 自身大小相关时, 可应用 CIR 模型进行拟合. CIR 模型由 Cox 等[33]提

出, 应用于描述利率的演变路径, 这种模型不仅描述真实的利率世界, 更能抓住金融数据的一个重要

特性—均值回复性. 由于原始的CIR 模型是一个连续过程, 不能反映市场剧烈波动, Duffie 等[34]提出

了 JCIR 模型, 用于刻画金融时间序列的跳跃现象. Jin 等[35]研究发现足够的条件保证 JCIR 的 Forster-

Lyapunov 函数存在, 并证明了它的遍历性. JCIR 过程 X := (Xt, t > 0) 是以下随机微分方程的唯一解,

即 dXx
t = a(θ −Xx

t )dt+ σ
√
Xx
t dWt + dJt.

与带跳的 OU过程一样,若 E [eiuXT |Xt ]是一个鞅,其中Xt 是 t时刻的值,则其表达式是如下的一种指

数仿射形式

CFJCIR = E
[
eiuX

x
t
]
= e[A(t,iu)+xB(t,iu)], iu ∈ U = {iu : Re [iu] 6 0}, (2)

其中 A(t, u)和 B(t, u)是 Riccati方程生成的解,其方程表达式为∂tA (t, iu) = F (B (t, iu)) , A (0, iu) = 0

∂tB (t, iu) = R (B (t, iu)) , B (t, iu) = iu ∈ U,
(3)

其中 F (u) = αθiu+
r ∞
0

(eiuξ − 1)vdξ, R(u) = −σ2u2/2− au.

方程组式(3)解的表达式为

B (t, iu) = iue−at
(
1− σ2/(2a)iu

(
1− e−at

))−1
, (4)

并且

A (t, iu) = −2aθ

σ2
ln
(
1− σ2/(2a)iu

(
1− e−at

))
+

w t

0

w ∞

0
(eξψ(s,iu) − 1)vdξds. (5)

综合式(4)、式(6)与式(7),可得

E
[
eiuX

x
t
]
=
(
1− σ2/(2a)iu

(
1− e−at

))−2aθ/σ2

exp
(
xiue−at

(
1− σ2/(2a)iu

(
1− e−at

)))
×

exp

(w t

0

w ∞

−∞
(eξB(s,iu) − 1)vdξds

)
, (6)
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其中Xx
0 = x,即 x为初始值.

3.2 日日日历历历时时时间间间与与与内内内在在在时时时间间间

VIX 时间序列不仅受单位时间内到达量比较均匀平稳的信息影响,而且还会受到单位时间内到达量不

均匀平稳信息的冲击,将前者视为日历时间,后者视为内在时间. 日历时间用时间 t表示,而内在时间用一

个基于日历时间 t驱动的 Gamma过程来表示,这样便得到 VIX时间序列变化的两个重要驱动.基于这种思

想,构建两个布朗运动,一个布朗运动基于日历时间 t驱动,另一个布朗运动基于 Gamma过程驱动.带简单

跳的随机波动率模型是将布朗运动与另一个由布朗运动驱动的 CIR模型相乘,并在此基础上加入简单跳过

程,为了简化模型,加强模型的实用性,选择用 Gamma过程驱动的布朗运动替代这一过程.

根据Madan[36]的研究,基于 Gamma过程驱动的布朗运动是一个 VG过程. VG过程是期权定价中应用

较多的 Lévy过程,因为它不仅能较好拟合非高斯性与波动集聚性,而且有较好的经济解释.

3.3 α–稳稳稳态态态过过过程程程

一个随机变量X 如果满足以下条件,则称其服从一个 α–稳态分布:如果有一组独立同分布的随机变量

序列 Y1, Y2, . . .并且存在正数 dn 与实数 an,使得[(Y1 + Y2 + · · ·+ Yn) /dn + an]
d→X 成立,其中

d→表示
依分布收敛.

若X 是 α–稳态分布,在标准参数系下,其特征函数形式为

E[eiθX ] =


exp {−σα|θ|α (1− iβ (sign(θ) tan(πα/2))) + iµθ} , α ̸= 1

exp {−σα |θ| (1 + 2iβ(sign(θ) ln |θ|)/π) + iµθ} , α = 1,

其中 sign为符号函数,参数 0 < α 6 2, σ 6 0,−1 6 β 6 1.

一种应用较多的参数系是 S1参数系,在该参数系下,一个随机变量X 是稳态当且仅当它的特征函数为

E
[
eiθX

]
=


exp

{
−σα2 |θ|α exp

{
−iβ2

(
sign (θ)

π

2
K (α)

)}
+ iµθ

}
, α ̸= 1

exp
{
−σ2 |θ|

(π
2
+ β2 (sign (θ) ln |θ|)

)
+ iµθ

}
, α = 1,

其中K (α) =

α− 1 + sign (1− α)α, α < 1

α− 1 + sign (1− α)α− 2, α > 1.

α–稳态过程较之布朗运动,可以通过参数调整,较好地拟合金融时间序列数据的非对称,尖峰厚尾,有

偏的统计特征. 由于 VIX的演变路径不仅与日历时间有关,而且与内在时间有关. 假定内在时间服从一个自

然数数列驱动的 Gamma从属过程,以内在时间即 Gamma从属过程驱动的布朗运动是一个 VG过程,而 VG

过程是稳态过程的一种.

3.4 调调调和和和稳稳稳态态态过过过程程程及及及其其其 Lévy测测测度度度

根据调和稳态的定义与性质, 一个测度 V = V (dx)的极坐标形式是 V = V (dr,du), 其中 r 与 u是

由 x经过映射(∥x∥ , x/∥x∥) = (r, u)得到在极坐标下,一个 α–稳态分布 Lévy测度极坐标形式为

V0(dr,du) = r−α−1drσ(du).

经过一个函数扭曲(亦称调和),得到调和 α–稳态 Lévy测度

V0(r,du) = r−α−1q(r, u)drσ(du),

其中 q (r, u)是对 u单调递增的调和函数. 调和稳态过程由 α–稳态过程的 Lévy测度与调和函数相乘得到.

前面 q (r, u)给出了极坐标下的调和函数,可以将其转化,得到平面坐标下调和稳态 Lévy测度为

VTS(dx) = Vs(dx)q(x). (7)
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根据式(7)中调和函数的不同,可以得到不同的调和稳态. 其中主要的有经典调和稳态(CTS),修正调和

稳态(MTS), 正态调和稳态(NTS), 速降调和稳态(RDTS) 及 Kim-Rachev 调和稳态(KRTS). 由于 MTS 过程,

NTS过程, RDTS过程, KRTS过程与 CTS过程主要不同在于调和函数 q(x),而且参数较多,其处理与定价

方法大同小异,本文采用了 CTS过程及其特殊形式 VG过程与 CGMY过程,其中 CTS过程的 Lévy测度为

VCTS (dx) =

(
C+e

−λ+x
(
x1+α

)−1
1{x>0} + C−e

λ−x
(
|x|1+α

)−1

1{x<0}

)
dx,

其中 dx表示跳跃幅度的大小, C+与 C−分别表征了正跳与负跳的强度,即上跳与下跳的速率, λ+与 λ−是

指数抑制因子,控制着尾部概率, 1{x<0}为示性函数. 由
r
R v (dx) = ∞可知,经典调和稳态过程是一个无限

跳跃过程.

本文采用的三个过程,既有调和稳态过程的一般特性,又极大地简化了模型的复杂度,使其更好地适用

于期权定价. 应用三种调和稳态过程之前,先对这三种调和稳态过程的 Lévy测度及其特征函数作一个简要

介绍,见表 2.

表 2 三种调和稳态过程的 Lévy测度与特征函数
Table 2 Lévy measures and characteristic functions for three tempered stable processes

调和稳态过程 Lévy测度 特征函数

VG

{
CeGx

|x| , x < 0

Ce−Mx

x
, x > 0

(
GM

GM+(M−G)iu+u2

)C

CGMY


CeGx

|x|Y +1 , x < 0

Ce−Mx

xY +1 , x > 0

exp{CΓ(−Y )[(M − iu)Y +

(G+ iu)Y −MY −GY ]}

CTS


C−e

−λ−|x|

|x|α+1 , x < 0

C+e
−λ+x

xα+1 , x > 0

exp{Γ(−α)C−[(λ− + iu)α − λα
−]−

Γ(−α)C+[(λ+ − iu)α − λα
+]}

从表 2中不难得出,当 CTS过程的 C− 与 C+ 相等时, CTS变成了 CGMY过程,而当 CGMY过程的 Y

等于 0, CGMY过程退化为 VG过程. VG过程是金融工程中较为经典的 Lévy过程,其拟合分布中的尖峰厚

尾效果极佳,但在拟合不对称尾部与长长的拖尾方面却不太理想,而 CGMY过程在拟合不对称尾部方面作

了较大改进,但在厚部的厚度方面改进却不那么明显. 而 CTS过程不仅考虑了不对称厚尾,还考虑到了尾部

的厚度.

3.5 基基基于于于调调调和和和稳稳稳态态态过过过程程程均均均值值值回回回复复复模模模型型型的的的特特特征征征函函函数数数

将表 2中的特征函数代入到式(2),即可得到基于调和稳态的 JOU模型(TSOU)的特征函数. 其中带 VG

过程的 JOU模型(VGOU)特征函数为

ψVGOU(u) = exp
{
−iθue−aT + iθu+ σ2u2e−2aT/(4a)− σ2u2/(4a) + xiue−aT−w T

0

[
C ln

(
1 +

(
iue−as

)
/G
)
+ C ln

(
1−

(
iue−as

)
/M

)]
ds
}
.

带 CGMY过程的 JOU模型(CGMYOU)特征函数为

ψCGMYOU =exp
{
− iθue−aT + iθu+ σ2u2e−2aT/(4a)− σ2u2/(4a) + xiue−aT +w t

0
CMY Γ(−Y )

[(
1−

(
iue−as

)
/M

)Y − 1
]
ds+w t

0
CGY Γ(−Y )

[(
1 +

(
iue−as

)
/G
)Y − 1

]
ds
}
.

带 CTS过程的 JOU模型(CTSOU)特征函数为

ψCTSOU = exp
{
iθue−aT + iθu+ σ2u2e−2aT/(4a)− σ2u2/(4a) + xiue−aT+
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0
C+λ+

αΓ(−α)
[(
1− iue−as/λ+

)α − 1
]
ds+

w t

0
C−λ−

αΓ(−α)
[(
1 + iue−as/λ−

)α − 1
]
ds
}

.

将表 2 中的 Lévy 测度代入到式(8), 即可得出带调和稳态过程的 JCIR 模型(TSCIR)特征函数. 其中

带 VG过程的 JCIR模型(VGCIR)的特征函数为

ψVGCIR(u) =
[
1− σ2iu

(
1− e−at

)
/(2a)

]−2aθ/σ2

exp
[
xiue−at/

(
1− σ2iu

(
1− e−at

)
/(2a)

)]
×

exp

[w t

0

w ∞

0
(eξψ(s,u) − 1)vdξds

]
=
[
1− σ2iu

(
1− e−at

)
/(2a)

]−2aθ/σ2

exp
[
xiue−at

(
1− σ2iu

(
1− e−at

)
/(2a)

)]
×

exp

{w t

0

w ∞

−∞
C
[
eξue

−as(1−σ2iu(1−e−as)/(2a)) − 1
]( eGx

|x|1ξ<0

+
e−Mx

x1ξ>0

)
dξds

}
.

进一步推导可得

ψVGCIR(u) =
[
1− σ2iu

(
1− e−at

)
/(2a)

]−2aθ/σ2

exp
[
xiue−at/

(
1− σ2iu

(
1− e−at

)
/(2a)

)]
×

exp
{
−

w t

0

[
C ln

(
1 +

(
iue−as/

(
1− σ2iu

(
1− e−as

))
/(2a)

)
G
)
+

C ln
(
1−

(
iue−as/

(
1− σ2iu

(
1− e−as

))
/(2a)

)
M
)]

ds
}
.

在求还 CGMY过程的 CIR模型(CGMYCIR)之前,先求带 CTS过程的 CIR模型(CTSCIR)的特征函数

ψCTSCIR(u) =
[
1− σ2/(2a)iu

(
1− e−at

)]−2aθ/σ2

exp
(
xiue−at/

(
1− σ2/(2a)iu

(
1− e−at

)))
×

exp

{w t

0
C+λ

α
+Γ (−α)

[(
1− iue−as

(
1− σ2/(2a)iu

(
1− e−as

))
/λ+

)α − 1
]
ds+

w t

0
C− (λ−)

α
Γ (−α)

[(
1 + iue−as/

(
1− σ2/(2a)iu

(
1− e−as

))
/λ−

)α − 1
]
ds

}
.

由于 CGMYCIR模型是 CTSCIR模型的特殊形式,只需要将相应的参数进行改变,因此先给出 CTSCIR

模型的特征函数求解方法. 虽然 VG过程也是 CTSCIR模型的一种特殊形式,但其中一个参数 α趋于 0时,

若用相同的计算方法,其积分趋于无穷,因而需转变计算方法. CTSCIR模型的特征函数为

ψCTSCIR(u) =
[
1− σ2iu

(
1− e−at/(2a)

)]− 2aθ
σ2 exp

[
xiue−at

1− σ2iu (1− e−at/(2a))

]
×

exp

{w t

0

w ∞

−∞

[
e
ξ iue−as

1−σ2iu(1−e−as)/(2a) − 1

](
C+e

−λ+ξ

ξ1+α
1{ξ>0} +

C−e
λ−ξ

|ξ|1+α
1{ξ<0}

)
dξds

}
. (8)

将式(8)化简,可得

ψCTSCIR(u) =
[
1− σ2iu

(
1− e−at/(2a)

)]− 2aθ
σ2 exp

[
xiue−at

1− σ2iu (1− e−at/(2a))

]
×

exp

{w t

0
C+λ

α
+Γ (−α)

[(
1− 1

λ+

iue−as

1− σ2iu (1− e−as) /(2a)

)α
− 1

]
ds+

w t

0
C−λ

α
−Γ (−α)

[(
1 +

1

λ−

iue−as

1− σ2iu (1− e−as) /(2a)

)α
− 1

]
ds

}
.

对 CTSCIR模型的特征函数参数进行变换,从而得到 CGMYCIR模型的特征函数

ψCGMYCIR(u) = [1− σ2iu (1− e−at) /(2a)]
− 2aθ

σ2 exp

[
xiue−at

1− σ2iu (1− e−at) (2a)

]
×

exp

{r t
0
CMY Γ (−Y )

[(
1− iue−as

M (1− σ2iu (1− e−as) /(2a))

)Y
− 1

]
ds+
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r t
0
GY Γ (−Y )

[
G (1 + iue−as(1− (σ2iu (1− e−as)) /(2a)))

Y − 1
]
ds
}

.

4 期期期权权权定定定价价价方方方法法法

4.1 风风风险险险中中中性性性测测测度度度下下下的的的均均均值值值回回回复复复模模模型型型

虽有研究通过拉东尼克迪姆导数对一个均值回复模型进行测度变换,使其在不考虑均值回复项时满足

无套利原理,具体参考文献[1]. 然而,在考虑均值回复趋势项时,均值回复过程很难通过测度变换将其变成

一个鞅过程. 因此,假定 VIX自身不是一种可用作交易的基础资产,其基础资产为构成 S&P500指数的股票.

基于上述理论,假定在风险中性测度下, VIX 可由式(25)进行刻画,即

VRN,t = eωXt , (9)

其中 VRN,t是基础资产在风险中性测度下 VIX在 t时刻的值.

由于随机过程Xt 具有均值回复性,故 eωXt 也具有均值回复性,在这模型下, VIX时间序列的均值回复

性可以得到较好体现. 从而将风险中性测度下的 VIX取对数再缩小 ω 倍的过程 X ,不仅具有均值回复性,

也满足日历时间与内在时间驱动.

4.2 期期期权权权定定定价价价

选用概率论的方法对 VIX看涨期权进行了实证分析.将风险中性测度下 VIX模型 VRN,t 代入看涨期权

公式,可得看涨期权公式

Ct = e−rt
w ∞

(lnK)/ω
(eωXt −K)f(Xt)dXt. (10)

由于X 过程只有特征函数,因此需要应用傅里叶逆变换

f(Xt) =
1

2π

w ∞

−∞
e−iuXtψ(u)du, (11)

其中 f(Xt)为Xt的密度函数,而 ψ(u)为特征函数.

将式(11)代入式(10),交换积分次序可得

Ct=e−rt
w ∞

(lnK)/ω
(eωvt −K)

1

2π

w ∞

−∞
e−iuXtψ(u)dudXt

=
e−rt

2π

w ∞

−∞

[
ψ(u)

(
e(−iu+ω)Xt

(−iu+ ω)
− e(−iu)XtK

(−iu)

)∣∣∣∣∞
(lnK)/ω

]
du. (12)

在上式中,若要满足 e(−iu+ω)Xt 收敛,则需 ω < 0,但 ω < 0不一定成立,这时从经济学的角度继续下面

的计算.设定一个足够大的值, VIX在一个固定时间长度内,价格超过这个足够大值概率非常小,这样就可

以用这个足够大值取代∞,取一个上限 e5,因为从 VIX历史观测,其值最高不超过 100,而且 VIX具有较强

的均值回复性,这样可将式(12)进一步化简为

Ct=
e−rt

2π

w ∞

−∞
ψ(u)

[
e(−iu+ω)Xt

(−iu+ ω)
− e(−iu)XtK

(−iu)

]∣∣∣∣5/w
(lnK)/w

du

=
e−rt

2π

w ∞

−∞
ψ(u)

[
e5(−iu+ω)/w − e(−iu+ω)(lnK)/w

(−iu+ ω)
−
(
e5(−iu)/w − e(−iu)(lnK)/w

)
K

(−iu)

]
du. (13)

本文没有使用固定无风险收益,而是将其作为一个参数进行校正. VIX期权不仅是一种投资产品,同时

也作为一种规避系统风险的工具,可以对冲系统风险. 因此,将定价模型中的 r定义如下

r = rn − rp, (14)
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其中 rn 表示风险中性测度下的固定收益率,即无风险收益率,而 rp 表示为了对冲系统风险保障收益,投资

者付出的代价. 这一信息对投资者在没有得到 VIX市场任何信息时,考虑是否进入提供一定参考.

5 实实实证证证与与与检检检验验验分分分析析析

为了验证源于日历时间与内在时间视角构建的均值回复模型在 VIX期权定价中的准确性,本文不仅将

此类均值回复模型与经典的非均值回复模型进行了比较,而且还与经典的均值回复模型进行了比较. 在比

较方法上,采用整体均方误差、平均绝对误差与平均误差相对百分比. 同时,对期权定价效果也进行了横向

与纵向的比较,并对实证结果进行综合分析.

5.1 实实实证证证模模模型型型的的的选选选择择择

验证基于调和稳态均值回复模型对 VIX期权定价效果,不仅要从其模型自身展开相关证明,还要将其

与经典随机模型和前沿随机模型进行对比,证明其在 VIX期权定价中更为精准.由于本文主要创新是拟合

内在时间带来的非对称跳,将调和稳态过程引入到均值回复过程,而调和稳态过程是 Lévy过程中的一类,

因此在比较模型方面,本文选择了经典的Merton-Jump(MJ)跳过程, OU过程与 CIR过程.

MJ 过程是一个有限跳过程, 带 MJ 过程 BS 模型为 Xt = µt + σWt +
Nt∑
k=1

Yi, 其中 Wt 是布朗运动,

Yi ∼ N (α, δ2). 它的特征函数为

E
[
eiuXt

]
= exp

{
t
[
iµu− σ2u2/2 + λ

(
eiαu−

1
2 δ

2u2

− 1
)]}

. (15)

在风险中性测度下, VIX 路径为

VIXRN
t = VIXRN

0 eXt . (16)

对于MJ模型,本文采用 FFT求出其期权价格

CT (k) =
e−αk

π

w ∞

0
e−ivk e−rTΦTRN (v − (α+ 1) i)

α2 + α− v2 + i (2α+ 1) v
dv. (17)

OU模型与 CIR模型是经典的均值回复模型,其模型详细介绍可以参考 Vasicek等[37]和 Cox等[33]. OU

模型为 dXt = k(a−Xt)dt+ σtdBt,其中 a为均值, k为均值回复速度, σ为波动率, Bt为布朗运动, OU过

程的特征函数为

E
[
eiuXt

]
= exp

(
iau− iaue−ikT + σ2u2/(4k) + x0iue

−kT ) . (18)

CIR模型为 dXt = a(θ −Xt)dt+ σ
√
XtdWt,其中 a是均值回复速度, θ为均值, σ为波动率, Wt 为波

动布朗运动.其过程的特征函数为

E
[
eiuXt

]
=

[
1− σ2

2a
iu
(
1− e−at

)]− 2aθ
σ2

exp

[
ixue−at

1− σ2

2a
iu (1− e−at)

]
. (19)

5.2 实实实证证证模模模型型型参参参数数数估估估计计计

采用发行日为 2017–10–19,到期日为 2018–04–20的 VIX看涨期权进行了实证. 同时为了更全面地比

较 VIX期权模型的定价精准度,在 VIX期权合约执行价格方面,选取从 10到 24,扣除最后到期的 3个异常

日,整个期权合约数量为 1 845. 在参数估计方面,采用以最小化期权的均方误差为目标函数进行优化. 应用

计算机智能优化算法,即可得到其模型参数,见表 3.

由于 VIX是一个均值回复过程,其市场收益率一般在 0的左右波动.在本文中,将风险中性测度下 VIX

市场利率作为一个待估参数. 从参数估计结果来看, 基于调和稳态的均值回复模型的利率在 −0.003 1

到 −0.003 5之间波动,是一个负值,主要由于风险升水,因为 VIX期权同时作为一种对冲系统性风险的保

险. MJ模型中 VIX市场收益率在 −0.133 5,这种异常是由于模型不能较好拟合 VIX期权造成的.
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表 3 VIX期权定价模型估计值
Table 3 Estimation parameters of VIX option pricing models

Models α σ r ω C G M Y

Pares of OU 10.610 73 19.576 05 2.180 42 −0.005 27
Paras of CIR 14.502 75 9.879 60 −0.005 33 2.209 79

Paras of VGOU 0.016 94 0.022 09 −0.000 31 4.015 41 0.003 618 3.265 82 4.015 41
Paras of CGMYOU 0.017 17 0.105 59 0.000 00 0.840 08 1.9 ×10−10 119.966 20 15.747 23 1.4× 10−9

Paras of VGCIR 0.018 02 0.019 24 −0.002 22 7.407 73 0.000 47 0.000 48 12.799 38 —
Paras of CGMYCIR 0.014 61 0.012 22 −0.000 70 9.701 65 3.027 61 7.739 66 0.090 95 7.8× 10−10

Models σ λ µ δ r

Paras of MJ 0.060 90 0.468 40 −0.999 90 0.286 40 −0.133 50

Models a σ r ω α C+ C− λ+ λ−

Paras of CTSOU 0.016 88 0.112 91 0.000 00 0.850 81 1.7× 10−9 1.3× 10−10 0.211 43 18.875 29 158.43
Paras of CTSCIR 0.012 66 0.011 50 −0.014 15 9.712 301 1.3× 10−8 0.002 84 0.038 68 9.806 65 9.712 38

5.3 模模模型型型检检检验验验

参数估计本文应用 MMSE(最小均方误差)的方法, 其估计方法也是一种检验方法. 为了多角度进

行比较, 在应用 MMSE 的同时应用了 AE(平均绝对误差)与 RPAE(平均误差相对百分比), 其中 MMSE,

AE和 RPAE具体表达式为

MMSE =
24∑
i=10

123∑
t=1

(MMODEL1
i,t

− Ci,t)
2, (20)

AEMODEL1
MJ =

1

NT

N∑
i=1

T∑
t=1

∣∣∣MMODEL1
i,t

− Ci,t

∣∣∣, (21)

RPAEMODEL1
MJ =

(
N∑
i=1

T∑
t=1

∣∣∣MMODEL1
i,t

− Ci,t

∣∣∣)( N∑
i=1

T∑
t=1

∣∣∣MMJ
i,t

− Ci,t

∣∣∣)−1

, (22)

其中 MMODEL1
i,t

表示成交价为 i, 交易日为 t 时 MODEL1 模型得到的期权价格, C 表示真实的期权价格,

RPAEMODEL1
MJ 是以MJ模型定价误差绝对值为参考基准, MODEL 1得到的百分比.

根据MMSE, AE, RPAE公式,即可得出估计结果,见表 4.

表 4 期权模型的MMSE与 RPAE值
Table 4 MMSE and RPAE values of option models

Models MSE AE RPAE

OU 6 374.221 1.370 3 92.53%

CIR 6 114.602 1.347 0 90.96%

MJ 8 482.00 1 1.480 9 100.00%

VGOU 779.100 3 0.425 4 28.73%

CGMYOU 789.898 3 0.429 28.97%

CTSOU 766.629 6 0.4245 28.67%

VGCIR 718.797 5 0.3903 26.36%

CGMYCIR 557.707 0.293 1 19.79%

CTSCIR 490.238 9 0.277 2 18.72%

由于本文采用的数据是一个面板数据,不仅包括了整个期权发行期,也包含了各个成交价格的数据,因

此, MMSE的值较大.对比结果显示,定价欠佳的 MJ模型的 MMSE值是 CTSCIR模型值的 17.30倍,同时
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其AE值也是 CTSCIR的 5.34倍,充分说明了本文构建的模型在定价精准度方面有显著优势. 同时,参数较

少的 OU模型与 CIR模型定价比 MJ模型定价更为精准,说明 VIX具有均值回复趋势. 源于日历时间与内

在时间的视角构建的带调和稳态的均值回复模型相较一般的均值回复模型 OU模型与 CIR模型,其 MSE

值与 AE值都明显变小,论证了源于日历时间与内在时间视角的必要性.

值得注意的是,参数比 VGOU模型多的 CGMYOU模型精准度反而不高,说明选择适合模型的重要性.

在本文中, CTSOU模型的定价要比 CTSCIR模型精准,说明在源于日历时间与内在时间视角构建的带调和

稳态的均值回复模型中,日历时间带来波动的大小与 VIX有较大相关性.

为进一步论证源于日历时间与内在时间视角构建的带调和稳态的均值回复模型定价的有效性,本文对

模型定价效果进行了纵向与横向的比较. 纵向比较的方法是选取 4个成交价格的期权时间序列,然后比较

每一种模型在 4个成交价格中不同的定价. 4个成交价格分别为 10, 15, 19与 24,选择成交价为 10与 24期

权的原因是成交价为 10的几乎为价内期权,而 24几乎为价外期权；选择成交价为 15与 19的原因是 VIX

基本在这区域内波动.鉴于本文构建了多个带调和稳态的均值回复模型,而且带调和稳态的均值回复模型

大同小异.在图形实证上,为了避免线条太多无法分辨,这里主要应用了 MJ, OU, CIR与 CTSCIR. 4个成交

价格对应的期权价值与构建模型的定价效果见图 5∼图 8, 4个交易日对应的真实价格与模型价格见图 9∼
图 12.
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图 5 定价效果(成交价=10)
Fig. 5 Pricing effect (Strike=10)
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图 6 定价效果(成交价=15)

Fig. 6 Pricing effect (Strike=15)
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图 7 定价效果(成交价=19)

Fig. 7 Pricing effect (Strike=19)
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图 8 定价效果(成交价=24)

Fig. 8 Pricing effect(Strike=24)

图 5∼图 8中,横轴是期权日期,纵轴是指定的成交价格下各模型的定价与真实期权价格的路径. 从上
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图分析不难得出,无论哪只期权, CTSCIR的定价精准度都要明显优于其他模型. 但由于实证的参数是基

于 15条不同成交价格期权求得,在拟合期权的波动性方面存在一些不足. 如果只针对某支指定成交价格的

期权,其定价效果要更为理想.

横向比较是指定一个时点, 不同成交价格的期权模型之间的比较. 与前面的比较一样, 横向比较采用

的 4个模型不变.在时点的选择上,选择第 1个交易日、第 30个交易日、第 90个交易日与第 120个交易日 4

个指定时点. 这 4个交易时点比较具有代表性,选择第 1个交易日是因为它是期权时间的起点,第 30个交易

日与第 90个交易日分别为期权时间中间部分的抽样,选择第 120个交易日是因为它是期权时间临界终点.
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图 9 定价效果(交易日=1)

Fig. 9 Pricing effect (Trading day=1)
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图 10 定价效果(交易日=30)

Fig. 12 Pricing effect (Trading day=30)
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图 11 定价效果(交易日=90)

Fig. 11 Pricing effect (Trading day=90)
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图 12 定价效果(交易日=120)

Fig. 12 Pricing effect (Trading day=120)

图 9至图 12中,横轴表示不同的成交价格,纵轴表示在指定时点各模型的定价与真实期权价格的路径.

在 4个不同的交易日,定价效果最为理想的是 CTSCIR, MJ模型效果最差, OU与CIR居中,特别是在第 90

个交易日时, CTSCIR模型价格与真实 VIX期权价格几近重合. CTSCIR在第 1个交易日与第 120个交易日

拟合效果欠佳,造成效果欠佳的原因是第 1个交易日与最后一个交易日的特殊性,即大多数投资者在第 1

个交易日与临近到期日的几个交易日情绪波动与认知有较大的差异.

通过实证分析,源于日历时间与内在时间视角构建带调和稳态的均值回复模型明显优于经典的 MJ模

型与一般均值回复模型. 本文构建的模型,不仅能较好的拟合金融时间序列数据非高斯性与波动集聚性,同

时具备较好的经济解释.
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6 结结结束束束语语语

应用一类经济模型解释一种经济现象,同时从经济理论方面给出解释,主要考虑如下因素:一是这个模

型能否较好地刻画经济特征,二是这个经济模型与真实经济数据的拟合程度.随着许多学者不断提出内在

时间与时变观念,引入内在时间与自然时间结合已成构建模型的必要,而调和稳态过程是基于内在时间概

念而建立的. 当然,源于内在时间与时变观念,如何运用复杂的随机过程去拟合时间序列路径,也是数量经

济常提常新的课题.任何一个市场都不是完美的,投资者也不是完全理性的,由此造成数理模型无法解释的

误差. 因此,在构建数理模型时,需进一步考虑 VIX的异常给投资者行为带来的冲击.如何将行为金融相关

理论纳入到数理定价模型,有待进一步研究.

参参参考考考文文文献献献:

[1] Mencı́a J, Sentana E. Valuation of VIX options. Journal of Financial Economics, 2012, 108(2): 367–391.

[2] Park Y H. The effects of asymmetric volatility and jumps on the pricing of VIX options. Journal of Econometrics, 2016, 192(1):
313–328.

[3] Luo X, Zhang J, Zhang W. Instantaneous squared VIX and VIX derivatives. Journal of Futures Markets, 2019, 39(10): 1–21.

[4] Whaley, Robert E. Derivatives on market volatility. The Journal of Derivatives, 1993, 1(1): 71–84.
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[22] 刘志东,刘雯宇. Lévy过程驱动的非高斯 OU随机波动模型及其贝叶斯参数统计推断方法研究.中国管理科学, 2015, 23(8):
1–9.
Liu Z D, Liu W Y. The non Ornstein-Uhlenbeck models driven by the general Lévy process and its Bayesian inference. Chinese
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