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Heston模型下基于期权投资的鲁棒最优控制
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摘要:针对 Heston随机波动率模型下的鲁棒最优投资问题,构建了带期权投资的资产负债管理模型. 投资者的目标

是最大化终端时刻净财富的幂效用,利用随机最优控制方法,分别获得了带期权投资以及无期权投资两种情形下鲁

棒最优投资策略、最坏概率测度及值函数的解析表达式,通过数值模拟发现考虑模型的鲁棒性以及进行期权投资

能够改进投资者的效用.
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Robust optimal control for derivative-based investment
under the Heston model
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Abstract: With regard to the robust optimal investment problem for an ambiguity-averse investor (AAI) with
stochastic volatility, an asset-liability management model with derivative-based investment is constructed. The
objective of investors is to maximize the power utility of net wealth at the end of time. The paper derives the
explicit expressions for the robust optimal investment strategy, the worst-case scenario and the corresponding
value function with and without derivative investment respectively by means of using stochastic optimal control
method. The result of the numerical simulation shows that the established model and its algorithm are feasible
and effective. Considering the robustness of the model and derivative trading the model can improve the utility
of the investor.
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1 引引引 言言言

资产–负债管理是金融风险管理领域的经典问题,它以研究负债情形下组合证券投资问题的最优投资策

略和风险控制为目标,以实现资产最优配置和套期保值为目的的一种现代金融管理方法,在理论界和金融

机构得到了快速发展.尽管资产负债管理问题在多个领域已经有了广泛的运用,从现有的文献可知,仍有两

个方面需要进一步的研究.
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一方面是现有的文献中很少涉及到期权,现实中,期权的投资可以有效的对冲金融风险. 所以,投资者

在金融交易过程中广泛使用各种各样的金融衍生工具,比如互换期权、远期期权以及信用衍生品等. 据货

币监理署办公室发布的银行交易及衍生业务活动的季度报告显示1: 2016年第一季度来自于期权的信贷

敞口增加,其净信用风险敞口从 651亿美元增加至 4 601亿美元. 因此,期权交易与投资是高度相关的. 所

以,在资产–负债管理问题中很有必要考虑期权问题.近年来,一些学者在投资组合中也考虑了期权问题,其

中 Liu等[1]指出期权对提高投资者的福利至关重要.傅毅等[2]研究了含有期权的最优投资与比例再保险问

题. Hsuku[3]研究了动态消费和递归效用函数下衍生证券的资产配置问题. Fu等[4] 在连续时间的Markov机

制转移市场中研究了带有期权的投资组合问题. Escobar等[5] 研究了投资股票和期权下风险厌恶者的最优

投资策略问题. Zeng等[6]研究了养老金管理者在随机收入和随机波动率下基于期权的鲁棒最优投资策略.

Shen等[8]研究了 Heston随机波动模型下基于均值–方差带负债过程的最优控制问题, Li等[7]在 Shen等[8]的

基础上增加了期权.

另一方面, 不断有学者开始关注模型不确定性风险对最优投资策略的影响.在现实的金融市场中, 风

险资产的期望回报率往往很难被精确估计,作为一个明智的决策者,当意识到模型中漂移参数的不确定风

险时,应该将此因素考虑进来. 所谓模型不确定性,是指由现实观测数据所得到的估计模型可能会偏离于

真实的模型, 我们将此估计的模型称为参考模型, 而投资者对模型及其参数的不确定性持模糊厌恶态度.

Ellsberg[9]是关于模糊厌恶的第一个研究者,后来 Bossaerts等[10]和 Dimmock等[11]研究了模糊不确定对投资

行为的影响. Branger等[12]研究了关于跳跃和扩散风险的模糊风险厌恶下的最优投资组合问题. Flor等[13]在

随机利率的背景下,考虑了模糊风险厌恶投资者的最优投资策略. Munk等[14]研究了在随机利率风险和通货

膨胀风险下,模糊风险厌恶投资者的投资组合管理问题. Yi等[15]、Zeng等[16]和 Zheng等[17]研究了不同框架

下的鲁棒最优投资再保险问题.

由以上文献可以看出,目前在资产–负债管理中把两者结合起来进行研究的文献几乎没有,然而期权在

资产负债管理的投资中也越来越受欢迎,同时投资者一般也持模糊厌恶态度.本文在 Zeng等[6]研究的基础

上,把模型的不确定考虑进来,在期权效用最大化的准则下研究了带有负债的鲁棒最优投资问题.与本文研

究相关的文献是 Li等[7],他们在 Heston模型下研究了均值–方差型的负债管理问题,但是未考虑模型的不

确定性. 而鲁棒性问题的文献大都在最优投资再保险方面. 所以,本文的创新之处是将模型的不确定性和期

权投资考虑进资产–负债管理问题中,在 Heston模型下研究带有负债过程的鲁棒最优投资问题.

2 鲁鲁鲁棒棒棒最最最优优优投投投资资资模模模型型型

给定一个完备概率空间
(
Ω,F , {Ft}t∈[0,T ] , P

)
,其上定义了一个三维标准布朗运动W (t) = (W1(t),

W2(t),W3(t)), P 是真实概率测度, {Ft}t∈[0,T ]是定义在概率空间上的满足右连续和 P–完备的,并且假设该

概率空间足够大,包括所有由金融资产价格波动所产生的随机因素.另外,假定金融市场中的交易可连续发

生,且不存在交易成本和税收费用.

2.1 金金金融融融市市市场场场

假设金融市场由无风险债券、风险股票和以股票为标的资产的期权构成,无风险债券的价格 B(t)满足

dB(t) = rB(t)dt, B(0) = 1,

其中 r为无风险利率.

风险股票的价格过程 S(t)服从

dS(t) = S(t)

(
(r + η1V (t)) dt+

√
V (t)dW1(t)

)
, S(0) = s0,

1https://occ.gov/publications/publications-by-type/other-publications-reports/ semiannual-risk-perspective/semiannual-risk-perspective-fall-
2016.pdf
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股票价格波动的方差 V (t)服从

dV (t) = κ (δ − V (t)) dt+ σ
√
V (t)

(
ρdW1(t) +

√
1− ρ2dW2(t)

)
, V (0) = v0 > 0,

其中 W1(t),W2(t)是定义在概率空间
(
Ω,F , {Ft}t∈[0,T ] , P

)
上相互独立的布朗运动. 股票价格波动的方

差 V (t)是一个随机过程, η1 表示风险源W1(t)的市场价格参数, δ > 0, κ > 0, σ > 0分别为长期均值、均值

回归速度和股票方差波动率, ρ ∈ (−1, 1)为股票价格和股票价格方差之间的相关性.

此外,投资者也会投资于期权. 根据文献[17],设时刻 t期权的价格为 O (t, S(t), V (t)). 为了方便,简记

为 O(t),则期权价格满足

dO(t) = rO(t)dt+ (OSS(t) + σρOV)

(
η1V (t)dt+

√
V (t)dW1(t)

)
+

σ
√
1− ρ2OV

(
η2V (t)dt+

√
V (t)dW2(t)

)
,

其中 η2表示风险源W2(t)的市场价格参数, OS和 OV 分别是期权价格 O(t)对于股票价格 S(t)和股票价格

方差 V (t)的偏导数. 对于给定的物理测度,在金融市场无风险资产和风险资产服从的随机微分方程中存在

唯一的风险中性测度,可以证明金融市场是完备的,并且存在唯一的定价核[7].

假设投资者在时间区间 [0, T ]内面临一个不可控的与随机波动有关的外生负债 L(t),其演化过程服从

如下随机微分方程dL(t) = L(t)
(
(µ+ αV (t)) dt+ β1

√
V (t)dW1(t) + β2

√
V (t)dW2(t) + β3

√
V (t)dW3(t)

)
L(0) = l0 > 0,

其中 µ > 0, α > 0是漂移系数, β1, β2 和 β3 是波动系数,在此假设负债是不可控的,即投资者不能通过改变

交易策略来决定其想要承担负债的价值.

2.2 鲁鲁鲁棒棒棒优优优化化化问问问题题题

以上的框架是传统的投资组合模型,一般投资者是风险中性的. 然而,现实中,投资者通常是模糊厌恶

的,并且总想使自己免于最坏的情形,即担心模型及其参数的不确定性风险. 当投资者在投资组合问题中

加入模糊厌恶的因素后,这里用与真实概率测度 P 等价的可替代测度 Q来描述获取投资者模糊性知识的

参考模型, 认为参考模型只是真实模型的一个近似, 因而希望考虑用一个由所有可替代测度 Q构成的集

合Q[18],使得Q := {Q|Q ∼ P}. 这里将在可替代测度集合Q中重新考虑模型.

定义 Φ := {(ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t))}t∈[0,T ],其满足:

1) ϕ1(t), ϕ2(t)和 ϕ3(t)在 t ∈ [0, T ]上 Ft–可测;

2) E
[
exp

(
1

2

w T

0

(
(ϕ1(t))

2
+ (ϕ2(t))

2
+ (ϕ3(t))

2
)
dt

)]
<∞;

3) ϕ1(t) > 0, ϕ2(t) > 0, ϕ3(t) > 0.

定义 Θ 为满足上述条件的所有可测过程构成的空间. 根据 Girsanov 定理, 对于每一个可替代测

度 Q ∈ Q,将存在一个循序可测过程 Φ,使得

dQ

dP
|Ft

= ΛΦ(t),

其中

ΛΦ(t) = exp

(
−

w t

0
(ϕ1(s))

2
dW1(s)−

1

2
(ϕ1(s))

2
ds−

w t

0
(ϕ2(s))

2
dW2(s)−

1

2

w t

0
(ϕ2(s))

2
ds−

w t

0
(ϕ3(s))

2
dW3(s)−

1

2

w t

0
(ϕ3(s))

2
ds

)
.
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根据 Φ的定义,知 {ΛΦ(t)|t ∈ [0, T ]}是一个 Q–鞅. 进一步,根据 Girsanov定理,在可替代测度 Q ∈ Q
下标准布朗运动可以表示为

dWΦ
1 (t) = dW1(t) + ϕ1(t)dt, dWΦ

2 (t) = dW2(t) + ϕ2(t)dt, dWΦ
3 (t) = dW3(t) + ϕ3(t)dt,

其中WΦ
1 (t),W

Φ
2 (t)和WΦ

3 (t)是一维标准布朗运动.

显然,在可替代测度下的扩散模型只会改变漂移参数. 在可替代测度 Q ∈ Q 下,股票的价格过程、波动

的方差过程和负债过程可以重新表示为

dSΦ(t) = SΦ(t)

((
r + η1V

Φ(t)− ϕ1(t)
√
V Φ(t)

)
dt+

√
V Φ(t)dWΦ

1 (t)

)
,

dV Φ(t) =

(
κ
(
δ − V Φ(t)

)
− σ

√
V Φ(t)

(
ρϕ1(t) +

√
1− ρ2ϕ2(t)

))
dt+

σρ
√
V Φ(t)dWΦ

1 (t) + σ
√
V Φ(t)

√
1− ρ2dWΦ

2 (t),

dLΦ(t) =LΦ(t)

((
µ+ αV Φ(t)− β1ϕ1(t)

√
V Φ(t)− β2

√
V Φ(t)ϕ2(t)− β3

√
V Φ(t)ϕ3(t)

)
dt+

β1

√
V Φ(t)dWΦ

1 (t) + β2

√
V Φ(t)dWΦ

2 (t) + β3

√
V Φ(t)dWΦ

3 (t)

)
.

2.3 财财财富富富过过过程程程

对于任意的 t ∈ [0, T ],假设 Xπ(t)是投资者在时刻 t持有的财富, πS(t)和 πO(t)分别是投资者在时刻 t

投资到风险股票和期权上的资金, Xπ(t) − πS(t) − πO(t)是投资者在时刻t投资到无风险债券上的资金.

用 π = {(πS(t), πO(t))}t∈[0,T ] 表示投资者的一个投资策略,则投资者在时刻 t基于投资策略 π 下的财富过

程Xπ(t)为
dXπ(t) = (Xπ(t)− πS(t)− πO(t))

dB(t)

B(t)
+ πS(t)

dS(t)

S(t)
+ πO(t)

dO(t)

O(t)

= rXπ(t)dt+ θ1(t)
(
η1V (t)dt+

√
V (t)dW1(t)

)
+ θ2(t)

(
η2V (t)dt+

√
V (t)dW2(t)

)
Xπ(0) = x0 > 0,

其中

 θ1(t)

θ2(t)

 =

1 (OSS(t) + σρOV)/O(t)

0 (σ
√
1− ρ2OV)/O(t)

πS(t)

πO(t)

 .

在可替代测度 Q ∈ Q下,财富过程Xπ(t)可以表示为

dXΦ,π(t) =
(
rXΦ,π(t) + θ1(t)η1V

Φ(t)− θ1(t)ϕ1(t)
√
V Φ(t) + θ2(t)η2V

Φ(t)−

θ2(t)ϕ2(t)
√
V Φ(t)

)
dt+ θ1(t)

√
V (t)dWΦ

1 (t) + θ2(t)
√
V (t)dWΦ

2 (t).

扣除负债后投资者的净资产为

dY Φ,π(t) = dXΦ,π(t)− dLΦ(t) =
[
r (Y Φ,π(t) + LΦ(t)) + θ1(t)

(
η1V

Φ(t)−
√
V Φ(t)ϕ1(t)

)
+

θ2 (t)
(
η2V

Φ (t)− ϕ2 (t)
√
V Φ (t)

)
− LΦ (t) (µ+ αV (t) −

β1ϕ1 (t)
√
V Φ (t)− β2

√
V Φ (t)ϕ2 (t)− β3

√
V Φ (t)ϕ3 (t)

)]
dt+[

θ1 (t)
√
V Φ (t)− LΦ (t)β1

√
V Φ (t)

]
dWΦ

1 (t)+[
θ2 (t)

√
V Φ (t)− LΦ (t)β2

√
V Φ (t)

]
dWΦ

2 (t)− LΦ (t)β3

√
V Φ (t)dWΦ

3 (t)

Y Φ,π (0) = x0 − l0 > 0.

(1)
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定义 1(容许策略) 称策略 π = {(πS (t) , πO (t))}t∈[0,T ]是可容许的,如果满足如下条件

(i) π(t)是 Ft–循序可测;

(ii) EΦ∗

t,y,v,l

{w t

0

[
V Φ(s) (π (s))

2
]
ds

}
< ∞ 和 EΦ∗

t,y,v,l [|U (Y Φ,π (t))|] < ∞,这里 Q∗ 是描述最坏情形的

可替代测度,对于任意 (t, y, v, l),

EΦ∗

t,y,v,l [ · ] = EΦ∗
[ · |(Y Φ,π (t) , V Φ (t) , LΦ (t)) = (y, v, l)];

(iii)设O = [0, T ]× R× R+ × R+, ∀(t, y, v, l) ∈ O,随机微分方程(1)具有路径唯一的解 {Y Φ,π(t)}t∈[0,T ].

定义Π 为所有可容许策略所构成的集合.

3 鲁鲁鲁棒棒棒最最最优优优投投投资资资策策策略略略

假设投资者具有幂效用函数,投资者同时具有风险和模糊厌恶双重特性. 此时,投资者希望在最坏的市

场环境中寻找最优投资策略实现鲁棒性. 所以,投资者面对如下的鲁棒优化问题

Sup
π∈Π

Inf
Φ∈Θ

EΦ∗

[
U (Y Φ,π (T )) +

w T

0

(
(ϕ1 (s))

2

2Ψ1 (t, y, v, l)
+

(ϕ2 (s))
2

2Ψ2 (t, y, v, l)
+

(ϕ3 (s))
2

2Ψ3 (t, y, v, l)

)
ds

]
, (2)

其中 U (y) =
y1−γ

1− γ
, γ > 1 表示投资者的风险厌恶系数[5]. 惩罚项中的扰动 ϕ1 (t) , ϕ2 (t)和 ϕ3 (t)

随着 Ψ1 (t, y, v, l) , Ψ2 (t, y, v, l)和 Ψ3 (t, y, v, l)的减少而减少, Ψ1 (t, y, v, l) , Ψ2 (t, y, v, l)和 Ψ3 (t, y, v, l)是

非负函数, 它们反映了投资者对模型不确定性的模糊厌恶程度和t时刻对参考模型的信任程度. 在

式(2)中添加惩罚项,其中可替代模型和参考模型之间的距离用相对熵来度量.根据文献[19], Ψ1 (t, y, v, l),

Ψ2 (t, y, v, l)和 Ψ3 (t, y, v, l)越大,偏离参考模型的偏差越小. 此外,投资人对参考模型信任越少,则更喜欢考

虑替代模型. 因此,投资人的模糊厌恶 Ψ1 (t, y, v, l) , Ψ2 (t, y, v, l)和 Ψ3 (t, y, v, l)增加. 由此,可得下面结论.

命题 1[5] 存在唯一的函数H (t, y, v, l)满足

H (t, y, v, l) = Sup
π∈Π

HΦ∗,π (t, y, v, l) , (3)

HΦ∗,π (t, y, v, l) = Inf
Φ∈Θ

HΦ,π (t, y, v, l)

= Inf
Φ∈Θ

Et,y,v,l

[
U
(
Y Φ,π (T )

)
+

w T

t

(
(ϕ1 (s))

2

2Ψ1 (t, y, v, l)
+

(ϕ2 (s))
2

2Ψ2 (t, y, v, l)
+

(ϕ3 (s))
2

2Ψ3 (t, y, v, l)

)
ds

]
, (4)

其中 Ψ1 (t, y, v, l) =
β̃1

(1− γ)H (t, y, v, l)
,

Ψ2 (t, y, v, l) =
β̃2

(1− γ)H (t, y, v, l)
,

Ψ3 (t, y, v, l) =
β̃3

(1− γ)H (t, y, v, l)
.

根据命题 1,定义 H (t, y, v, l)为效用最大化问题的值函数. 为了便于分析,设 β̃1, β̃2 和 β̃3 是大于 0的

模糊厌恶参数,它们用来描述投资者对模糊厌恶的态度.这里允许股票价格的不确定性程度与股票的波动

性不同.记 β̃1 为投资者对股票市场回报率的模糊厌恶程度, β̃2 为投资者对股票波动风险的模糊厌恶程度,

β̃3为投资者对负债风险源的模糊厌恶程度.

下面主要研究鲁棒优化框架下投资者的最优投资策略问题.令 C1,2,2,2 (O)表示由函数 ψ(t, y, v, l)构成

的集合，其中 ψ (t, ·, ·, ·)在 t ∈ [0, T ]上一阶连续可微, ψ (·, y, v, l)在 y ∈ R, v ∈ R+, l ∈ R+ 上二阶连续

可微.为了方便, ϕ (t) = (ϕ1 (t) , ϕ2 (t) , ϕ3 (t)), π (t) = (πS (t) , πO (t))和 θ (t) = θ (θ1 (t) , θ2 (t))分别简记
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为 ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), π = (πS, πO)和 θ = θ (θ1, θ2),对于任意 (t, y, v, l) ∈ O 和 ψ (t, y, v, l) ∈ C1,2,2,2 (O),

定义生成元为

AΦ,πψ (t, y, v, l) =ψt +
[
r (y + l) + θ1

(
η1v −

√
vϕ1

)
+ θ2

(
η2v − ϕ2

√
v
)
−(

µ+ αv − β1ϕ1

√
v − β2

√
vϕ2 − β3

√
vϕ3

)]
ψy +

l
[
κ (δ − v)− σ

√
v
(
ρϕ1 +

√
1− ρ2ϕ2

)]
ψv +

l
(
µ+ αv − β1ϕ1

√
v − β2

√
vϕ2 − β3

√
vϕ3

)
ψl +

1

2
v
(
θ21 − 2θ1lβ1 + l2β2

1 + l2β2
2 − 2θ2lβ2 + θ22 + l2β2

3

)
ψyy +

1

2
vσ2ψvv +

1

2
vl2
(
β2
1 + β2

2 + β2
3

)
ψll + l

(
σρβ1 + σ

√
1− ρ2β2

)
vψlv +(

lβ1θ1 − l2β2
1 + lβ2θ2 − l2β2

2 − l2β2
3

)
vψyl +(

σρθ1 − σρlβ1 + σ
√
1− ρ2θ2 − lσ

√
1− ρ2β2

)
vψyv, (5)

其中 ψt, ψy, ψv, ψl, ψyy, ψlv, ψvv, ψyl, ψyv 分别表示函数 ψ对于不同变量的偏导数.

根据动态规划原理,相应的 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程[5]为

Sup
π∈Π

Inf
Φ∈Θ

{
AΦ,πJ (t, y, v, l) +

ϕ2
1

2Ψ1

+
ϕ2
2

2Ψ2

+
ϕ2
3

2Ψ3

}
= 0,

其中边界条件为 J (T, y, v, l) = U (y).

由文献[5]知下述结论成立.

命题 2 如果存在一个函数 J (t, y, v, l) ∈ C1,2,2,2 (O) 和一个控制 (π∗, Φ∗) = {(π∗(t), ϕ∗(t))}t∈[0,T ],

{(π∗(t), ϕ∗(t))}t∈[0,T ] ∈ Π ×Θ满足

1)对于∀ϕ (t) > 0, AΦ,π∗
J(t, y, v, l) +

ϕ2
1

2Ψ1

+
ϕ2
2

2Ψ2

+
ϕ2
3

2Ψ3

> 0;

2)对于∀π ∈ R2, AΦ∗,πJ(t, y, v, l) +
ϕ2
1

2Ψ1

+
ϕ2
2

2Ψ2

+
ϕ2
3

2Ψ3

6 0;

3) AΦ∗,π∗
J(t, y, v, l) +

ϕ2
1

2Ψ1

+
ϕ2
2

2Ψ2

+
ϕ2
3

2Ψ3

= 0, J (T, y, v, l) = U(y);

4) {J (τ, y, v, l)}τ∈ς 和

{
(ϕ∗

1 (τ))
2

2Ψ1 (τ, y, v, l)
+

(ϕ∗
2 (τ))

2

2Ψ2 (τ, y, v, l)
+

(ϕ∗
3 (τ))

2

2Ψ3 (τ, y, v, l)

}
τ∈ζ

是一致可积的, 其中 ζ

表示终止时刻 τ 6 T 的集合, Φ∗ = {ϕ∗ = (ϕ∗
1, ϕ

∗
2, ϕ

∗
3)},则值函数为 J (t, y, v, l) = H (t, y, v, l),最优策略

为(π∗, Φ∗).

定定定理理理 1 对于鲁棒最优投资问题,给定值函数(3)和扣除负债后的财富过程(1),其最优投资策略为

π∗
S (t) = θ∗1 (t)−

OSS (t) + σρOV

O (t)
πO (t) , π∗

O (t) =
O (t) θ∗2 (t)

σ
√
1− ρ2OV

,

其中 θ∗1 (t) =
η1 (1− γ) + σρ

(
1− γ − β̃1

)
g̃ (t)(

β̃1 + γ
)
(1− γ)

(
Xπ∗

(t) + ĥ(t)
)

,

θ∗2 (t) =
η2 (1− γ) + σ

√
1− ρ2

(
1− γ − β̃2

)
g̃ (t)(

β̃2 + γ
)
(1− γ)

(
Xπ∗

(t) + ĥ(t)
)

.

相应的值函数为

J (t, y, l, v) =
(y + l + h)

1−γ

1− γ
exp (g̃(t)v + ĝ(t)) , (6)
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其中 g̃ =
n1n2 − n1n2e

a2(n1−n2)(T−t)

n2 − n1ea2(n1−n2)(T−t)
,

ĝ =
w T

t
(κδg̃ + (1− γ) r)ds, n1,2 =

b2 ±
√
b22 − 4a2c2
−2a2

a2 =
1

2
σ2

[
1− β1ρ

2

1− γ
− β2 (1− ρ2)

1− γ

]
+
σ2ρ2

(
1− γ − β̃1

)2
2
(
β̃1 + γ

)
(1− γ)

+
σ2 (1− ρ2)

(
1− γ − β̃2

)2
2
(
β̃2 + γ

)
(1− γ)

,

b2 =
η1σρ

(
1− γ − β̃1

)
(
β̃1 + γ

) +
η2σ

√
1− ρ2

(
1− γ − β̃2

)
(
β̃2 + γ

) − κ,

c2 =
(1− γ) η21

2
(
β̃1 + γ

) +
(1− γ) η22

2
(
β̃2 + γ

) , ĥ = er(t−T ).

最坏的概率测度为

ϕ1 =

√
vβ̃1 [η1 (1− γ) + σρg̃]

(1− γ)
(
β̃1 + γ

) , ϕ2 =

√
vβ̃2

[
η2 (1− γ) + σ

√
1− ρ2g̃

]
(1− γ)

(
β̃2 + γ

) , ϕ3 = 0.

证明 由式(5)可得

Jt +
[
r (y + l) + θ1

(
η1v −

√
vϕ1

)
+ θ2

(
η2v − ϕ2

√
v
)
−

l
(
µ+ αv − β1ϕ1

√
v − β2

√
vϕ2 − β3

√
vϕ3

)]
Jy +[

κ (δ − v)− σ
√
v
(
ρϕ1 +

√
1− ρ2ϕ2

)]
Jv + l

(
µ+ αv − β1ϕ1

√
v − β2

√
vϕ2 − β3

√
vϕ3

)
Jl +

1

2
v
(
θ21 − 2θ1lβ1 + l2β2

1 + l2β2
2 − 2θ2lβ2 + θ22 + l2β2

3

)
Jyy +

1

2
vσ2Jvv +

1

2
vl2
(
β2
1 + β2

2 + β2
3

)
Jll +

l
(
σρβ1 + σV

√
1− ρ2β2

)
vJlv +

(
lβ1θ1 − l2β2

1 + lβ2θ2 − l2β2
2 − l2β2

3

)
vJyl +(

σρθ1 − σρlβ1 + σ
√
1− ρ2θ2 − lσ

√
1− ρ2β2

)
vJyv +

(1− γ) Jϕ2
1

2β̃1

+
(1− γ) Jϕ2

2

2β̃2

+
(1− γ) Jϕ2

3

2β̃3

= 0. (7)

将式(7)左边 ϕ1, ϕ2, ϕ3的函数分别对 ϕ1, ϕ2, ϕ3求偏导数,并令偏导数为 0,所得方程的解为

ϕ1 =
β̃1

(1− γ) J

[(√
vθ1 − lβ1

√
v
)
Jy + σρ

√
vJv + lβ1

√
vJl
]

ϕ2 =
β̃2

(1− γ) J

[(√
vθ2 − lβ2

√
v
)
Jy + σ

√
1− ρ2

√
vJv + lβ2

√
vJl
]

ϕ3 =
β̃3

(1− γ) J

(
−lβ3

√
vJy + lβ3

√
vJl
)
.

(8)

将式(8)代入式(7)化简整理得

Jt + [r (y + l) + θ1η1v + θ2η2v − l (µ+ αv)] Jy + [κ (δ − v)] Jv + l (µ+ αv) Jl +

1

2
v
(
θ21 − 2θ1lβ1 + l2β2

1 + l2β2
2 − 2θ2lβ2 + θ22 + l2β2

3

)
Jyy +

1

2
vσ2Jvv +

1

2
vl2
(
β2
1 + β2

2 + β2
3

)
Jll +

l
(
σρβ1 + σ

√
1− ρ2β2

)
vJlv +

(
lβ1θ1 − l2β2

1 + lβ2θ2 − l2β2
2 − l2β2

3

)
vJyl +(

σρθ1 − σρlβ1 + σ
√
1− ρ2θ2 − lσ

√
1− ρ2β2

)
vJyv −

β̃1v

2 (1− γ) J
[(θ1 − lβ1) Jy + σρJv + lβ1Jl]

2 −

β̃2v

2 (1− γ) J

[
(θ2 − lβ2) Jy + σ

√
1− ρ2Jv + lβ2Jl

]2
− β̃3v

2 (1− γ) J
(−lβ3Jy + lβ3Jl)

2
= 0. (9)
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将式(9)左边 θ1, θ2的函数分别对 θ1, θ2求偏导数,并令偏导数为 0,所得方程的解为

θ1 =

η1Jy + lβ1 (Jyl − Jyy) + σρJyv −
β̃1 [σρJv + lβ1 (Jl − Jy)]

(1− γ) J
Jy

β̃1

(1− γ) J
J2
y − Jyy

θ2 =

η2Jy + lβ2 (Jyl − Jyy) + σ
√
1− ρ2Jyv −

β̃2

[
σ
√
1− ρ2Jv + lβ2 (Jl − Jy)

]
(1− γ) J

Jy

β̃2

(1− γ) J
J2
y − Jyy

.

(10)

将式(10)代入式(9)化简整理得

0= Jt + [r (y + l) − l (µ+ αv)] Jy + [κ (δ − v)] Jv + l (µ+ αv) Jl +
1

2
v
(
l2β2

1 + l2β2
2 + l2β2

3

)
Jyy +

1

2
vσ2Jvv +

1

2
vl2
(
β2
1 + β2

2 + β2
3

)
Jll + l

(
σρβ1 + σ

√
1− ρ2β2

)
vJlv +

(
−l2β2

1 − l2β2
2 − l2β2

3

)
×

vJyl +
(
−σρlβ1 − lσ

√
1− ρ2β2

)
vJyv −

β̃1v

2 (1− γ) J
[−lβ1Jy + σρJv + lβ1Jl]

2 −

β̃2v

2 (1− γ) J

[
−lβ2Jy + σ

√
1− ρ2Jv + lβ2Jl

]2
− β̃3v

2 (1− γ) J
(−lβ3Jy + lβ3Jl)

2
+

v

{
η1Jy − lβ1Jyy + β1Jyl + σρJyv −

β̃1 [−lβ1Jy + σ2ρ2Jv + lβ1Jl]

(1− γ) J
Jy

}2

2

[
β̃1

(1− γ) J
J2
y − Jyy

] +

v

{
η2Jy + β2 (Jyl − Jyy) + σ

√
1− ρ2Jyv −

β̃2

[
σ
√
1− ρ2Jv + lβ2 (Jl − Jy)

]
Jy

(1− γ) J

}2

2

[
β̃2

(1− γ) J
J2
y − Jyy

] . (11)

根据式(2)中的幂效用函数,推测式(11)中值函数的形式为

J (t, y, l, v) =
(y + h (t, l))

1−γ

1− γ
g (t, v) , g (T, v) = 1, (12)

其中 g (t, v) = exp [g̃v + ĝ] , g̃ (T ) = ĝ (T ) = 0, h (t, l) = h̃l + ĥ, ĥ (T ) = 0.

由式(12)可得

Jt = ht (y + h)
−γ
g +

(y + h)
1−γ

1− γ
gt, Jy = (y + h)

−γ
g, Jl = hl (y + h)

−γ
g

Jv =
(y + h)

1−γ

1− γ
gv

Jyy = −γ (y + h)
−γ−1

g, Jyl = −γhl (y + h)
−γ−1

g, Jyv = (y + h)
−γ
gv

Jll = hll (y + h)
−γ
g − γ (y + h)

−γ−1
h2
l g, Jlv = hl (y + h)

−γ
gv

Jvv =
(y + h)

1−γ

1− γ
gvv

gt = g (g̃tv + ĝt) , gv = gg̃, gvv = gg̃2

ht = h̃tl + ĥt, hl = h̃, hll = 0.

(13)
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将式(13)代入式(11)化简整理得
(y + h)

1− γ

{
v

{
g̃t + g̃2

[
1

2
σ2
[
1−

(
β1ρ

2 − β2

(
1− ρ2

))
/(1− γ)

]
+

σ2ρ2
(
1− γ − β̃1

)2
/
(
2(β̃1 + γ)(1− γ)

)
+ σ2(1− ρ2)(1− γ − β̃2)

2/
(
2(β̃2 + γ)(1− γ)

)]
+(

η1σρ
(
1− γ − β̃1

)
/
(
β̃1 + γ

)
+ η2σ

√
1− ρ2

(
1− γ − β̃2

)
/
(
β̃2 + γ

)
− κ

)
g̃ +

(1− γ) η21

2
(
β̃1 + γ

) +
(1− γ) η22

2
(
β̃2 + γ

) +ĝt

}
+ κδg̃ + r (1− γ)

}
+ l
(
h̃t + (µL + αv)

(
h̃− 1

))
+ ĥt − rĥ+

rl
(
1− h̃

)
− 1

2
γ(y + h)−1vl2

(
β2
1 + β2

2 + β2
3

) (
h̃− 1

)2
+ l
(
σρβ1 + σ

√
1− ρ2β2

)
vg̃
(
h̃− 1

)
−

β1v

2
(y + h)

−1
(
lβ1

(
h̃− 1

))2
− β̃1v

1− γ
lβ1

(
h̃− 1

)
σρg̃ − β2v

2
(y + h)

−1
[
lβ2

(
h̃− 1

)]2
−

β̃2v

1− γ
lβ2

(
h̃− 1

)
σ
√
1− ρ2g̃ − β3v

2
(y + h)

−1
l2β2

3

(
h̃− 1

)2
= 0. (14)

将式(14)拆分可得

g̃t + g̃2
{
1

2
σ2

[
1− β1ρ

2

(1− γ)
− β2 (1− ρ2)

(1− γ)

]
+
σ2ρ2

(
1− γ − β̃1

)2
2
(
β̃1 + γ

)
(1− γ)

+
σ2 (1− ρ2)

(
1− γ − β̃2

)2
2
(
β̃2 + γ

)
(1− γ)

+

η1σρ
(
1− γ − β̃1

)
(
β̃1 + γ

) +
η2σ

√
1− ρ2

(
1− γ − β̃2

)
(
β̃2 + γ

) − κ

 g̃ + (1− γ) η21

2
(
β̃1 + γ

) +
(1− γ) η22

2
(
β̃2 + γ

) = 0,

ĝt + κδg̃ + (1− γ) r = 0, h̃− 1 = 0, ĥt − rĥ = 0.

解得 

g̃ =
n1n2 − n1n2e

a2(n1−n2)(T−t)

n2 − n1ea2(n1−n2)(T−t)

ĝ =
w T

0
(κδg̃ + (1− γ) r)ds

h̃ = 1

ĥ = er(t−T ),

其中

n1,2 =
b2 ±

√
b22 − 4a2c2
−2a2

,

a2 =
1

2
σ2

[
1− β1ρ

2

(1− γ)
− β2 (1− ρ2)

(1− γ)

]
+
σ2ρ2

(
1− γ − β̃1

)2
2
(
β̃1 + γ

)
(1− γ)

+
σ2 (1− ρ2)

(
1− γ − β̃2

)2
2
(
β̃2 + γ

)
(1− γ)

,

b2 =
η1σρ

(
1− γ − β̃1

)
(
β̃1 + γ

) +
η2σ

√
1− ρ2

(
1− γ − β̃2

)
(
β̃2 + γ

) − κ,

c2 =
(1− γ) η21

2
(
β̃1 + γ

) +
(1− γ) η22

2
(
β̃2 + γ

) .
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投资者为模糊中性时的情形,即式(4)中的模糊厌恶参数 β̃1 = β̃2 = β̃3 = 0,此时即为定理 1的特殊情

形,可以得到下面的结论.

推推推论论论 1 如果投资者是模糊中性的,即所有的模糊厌恶参数 β̃1 = β̃2 = β̃3 = 0,则最优投资策略和值

函数分别为

π∗
1S (t) = θ∗1 (t)−

OSS (t) + σρOV

O (t)
πO (t) , (15)

π∗
1O (t) =

O (t) θ∗2 (t)

σ
√
1− ρ2OV

, (16)

J̄(t, y, l, v) =
(y + l)

1−γ

1− γ
exp (g̃1(t)v + ĝ1(t)) , (17)

其中

θ∗1 (t) =
η1 (1− γ) + σρ (1− γ) g̃1 (t)

γ (1− γ)

(
Xu∗

(t) + ĥ(t)
)
,

θ∗2 (t) =
η2 (1− γ) + σ

√
1− ρ2 (1− γ) g̃1 (t)

γ (1− γ)

(
Xu∗

(t) + ĥ(t)
)
,

ĝ1 =
w T

t
(κδg̃1 + (1− γ) r)ds,

g̃1 =
n1n2 − n1n2e

a1(n1−n2)(T−t)

n2 − n1ea1(n1−n2)(T−t)
,

n1,2 =
b1 ±

√
b21 − 4a1c1
−2a1

,

a1 =
σ2

2
, b1 =

η1σρ (1− γ)

γ
+
η2σ

√
1− ρ2 (1− γ)

γ
− κ, c1 =

1− γ

2γ

(
η21 + η22

)
.

4 无无无期期期权权权下下下的的的鲁鲁鲁棒棒棒最最最优优优投投投资资资策策策略略略

在不考虑期权的框架下,概率测度 P 下的财富过程XΦ,π (t)为

dXΦ,π (t) = rXΦ,π (t) dt+ π (t)
[(
η1V

Φ (t)−
√
V Φ (t)ϕ1 (t)

)
dt +

√
V Φ (t)dWΦ

1 (t)
]
.

投资者扣除负债后的净资产为

dY Φ̃,π̃ (t) = dX Φ̃,π̃ (t)− dLΦ̃ (t)

=

[
r
(
Y Φ̃,π̃ (t) + LΦ̃ (t)

)
+ π̃ (t)

(
η1V

Φ̃ (t)−
√
V Φ̃ (t)ϕ̃1 (t)

)
− LΦ(t)×(

µ+ αV (t)− β1ϕ̃1 (t)
√
V Φ̃ (t)− β2

√
V Φ̃ (t)ϕ̃2 (t)− β3

√
V Φ̃ (t)ϕ̃3 (t)

)]
dt+[

π̃ (t)
√
V Φ̃ (t)− LΦ̃ (t)β1

√
V Φ̃ (t)

]
dW Φ̃

1 (t)−

LΦ̃ (t)

[
β2

√
V Φ̃ (t)dW Φ̃

2 (t) + β3

√
V Φ̃ (t)dW Φ̃

3 (t)

]
, Y Φ̃,π̃ (0) = x0 − l0 > 0,

其中 π̃ = {π̃(t)}t∈[0,T ] , Φ̃ :=
{(
ϕ̃1(t), ϕ̃2(t), ϕ̃3(t)

)}
t∈[0,T ]

.
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最优投资问题为

Sup
π̃∈Π̃

Inf
Φ̃∈Θ̃

EQ̃∗

U (Y Φ̃,π̃ (T )
)
+

w T

0


(
ϕ̃1 (s)

)2
2Ψ̃1 (t, y, v, l)

+

(
ϕ̃2 (s)

)2
2Ψ̃2 (t, y, v, l)

+

(
ϕ̃3 (s)

)2
2Ψ̃3 (t, y, v, l)

ds

 ,
相应的 HJB方程为

Sup
π̃∈Π̃

Inf
Φ̃∈Θ̃

{
AΦ̃,π̃J̃ (t, y, v, l) +

ϕ̃2
1

2Ψ̃1

+
ϕ̃2
2

2Ψ̃2

+
ϕ̃2
3

2Ψ̃3

}
= 0,

其中 Ψ̃1 (t, y, v, l) =
β̃1

(1− γ) J̃ (t, y, v, l)
, Ψ̃2 (t, y, v, l) =

β̃2

(1− γ) J̃ (t, y, v, l)
,

Ψ̃3 (t, y, v, l) =
β̃3

(1− γ) J̃ (t, y, v, l)
,

边界条件为 J̃ (T, y, v, l) = U (y).

为了方便,将 π̃ (t) , ϕ̃ (t) =
(
ϕ̃1 (t) , ϕ̃2 (t) , ϕ̃3 (t)

)
简记为 π̃, ϕ̃ =

(
ϕ̃1 , ϕ̃2, ϕ̃3

)
,并且生成元为

Ãϕ̃,π̃ψ(t, y, v, l) = ψt +
[
r (y + l) + π

(
η1v −

√
vϕ̃1

)
−

l
(
µ+ αv − β1ϕ̃1

√
v − β2

√
vϕ̃2 − β3

√
vϕ̃3

)]
ψy +[

κ (δ − v)− σ
√
v
(
ρϕ̃1 +

√
1− ρ2ϕ2

)]
ψv + l

(
µ+ αv − β1ϕ̃1

√
v − β2

√
vϕ̃2 − β3

√
vϕ̃3

)
ψl +

1

2
v
(
π2 + l2β2

1 + l2β2
2 + l2β2

3 − 2πlβ1

)
ψyy +

1

2
vσ2

Vψvv + l
(
σρβ1 + σ

√
1− ρ2β2

)
vψlv +

1

2
vl2 ×

(
β2
1 + β2

2 + β2
3

)
ψll +

(
lβ1π − l2β2

1 − l2β2
2 − l2β2

3

)
vψyl +

(
σρπ − σρlβ1 − lσ

√
1− ρ2β2

)
vψyv.

下面的定理给出了无期权下的鲁棒最优投资策略和最优值函数,由于定理 2的证明过程类似于定理 1,

囿于篇幅有限,此处不再给出详细的证明过程.

定定定理理理 2 对于无期权交易时的鲁棒投资策略问题,最优投资策略为

π̃ =
η1 (1− γ) + σρ

(
1− γ − β̃1

)
g̃2 (t)(

β̃1 + γ
)
(1− γ)

(
Xπ∗

(t) + ĥ(t)
)
,

相应的值函数为

J̃ (t, y, l, v) =
(y + l + h)

1−γ

1− γ
exp (g̃2(t)v + ĝ2(t)) , (18)

最坏的概率测度为

ϕ̃1 =
β̃1

√
v [η1 (1− γ) + σρg̃2](
β̃1 + γ

)
(1− γ)

, ϕ̃2 =
β̃2

√
vσ

√
1− ρ2g̃2

1− γ
, ϕ̃3 = 0,

其中 g̃2 =
ñ1ñ2 − ñ1ñ2e

ã2(ñ1−ñ2)(T−t)

ñ2 − ñ1eã2(ñ1−ñ2)(T−t)
, ĝ2 =

w T

t
(κδg̃2 + (1− γ) r)ds, ñ1,2 =

b̃2 ±
√
b̃22 − 4ã2c̃2

−2ã2
,

ã2 =
1

2
σ2

[
1− β1ρ

2

(1− γ)
− β2 (1− ρ2)

(1− γ)

]
+
σ2ρ2

(
1− γ − β̃1

)2
2
(
β̃1 + γ

)
(1− γ)

, b̃2 =

(
1− γ − β̃1

)
η1σρ(

β̃1 + γ
) − κ,

c̃2 =
(1− γ)

2
(
β̃1 + γ

)η21.
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5 数数数值值值模模模拟拟拟

为了分析模型参数对最优投资策略的影响及考虑鲁棒性和期权交易对投资效用的影响,进行如下的数

值模拟,其中参数取值来自 Zeng等[16],具体如表 1所示.

表 1 参数的取值
Table 1 Values of parameters

r = 0.05 k = 1 σ = 0.25 ρ = −0.4

η1 = 4 η2 = −6 µ = 0.08 δ = 0.016 9

λ1 = 0.35 λ2 = 0.40 ξ = 0.20 v = 0.022 5

γ=4 z =1 T = 5 t = 0

β1 = β̃1 = 0, 1 β2 = β̃2 = 0, 2 β3 = β̃3 = 0, 3 l = 1

5.1 模模模型型型参参参数数数对对对鲁鲁鲁棒棒棒最最最优优优投投投资资资策策策略略略的的的影影影响响响

下面基于定理 1主要分析均值回归速率 κ和波动系数 σ对投资者鲁棒最优投资策略的影响.
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图 1 κ和 σ对 π∗
S 和 π∗

O 的影响

Fig. 1 The effects of κ and σ on π∗
S and π∗

O

图 1描述了股票价格波动的平均回复速率参数 κ和波动系数 σ对鲁棒最优投资策略的影响.首先从图

中可以看到,随着 κ的增加, π∗
S 和 π∗

O 的绝对值均随之减少. 这是因为 κ为股票价格波动 V (t)的平均回复

速率,当 ρ < 0时,股票价格波动 V (t)与股票价格 S (t)的运动方向相反, κ越大, V (t)波动的抵消效用就越

弱,则意味着股票的价格波动增加,投资风险加大,故投资者会减持股票和衍生期权上的投资份额. 其次,随

着 σ 的增大, π∗
S 和 π∗

O 的绝对值均随之减少,因为 σ 表示的是股票价格的波动率, σ 增大, V (t)波动增大,

意味着股票的价格波动增加,投资风险变大,故投资者会减持股票和衍生期权上的投资份额.

5.2 效效效用用用改改改善善善

在这一部分,将研究鲁棒和期权交易对效用改善的影响,首先研究鲁棒对投资者效用改善的影响,然后

研究期权交易对投资者效用改善的影响.

对于第一种情形,主要研究鲁棒对效用改善的影响,定义效用改善函数为

UI1 (t, y, v, l) = 1− J(t, y, v, l)/J̄(t, y, v, l) = 1− ev[g̃(t)−g̃1(t)]+ĝ(t)−ĝ1(t), (γ > 1) ,

其中 J(t, y, v, l), J̄(t, y, v, l)如式(6)和式(15)∼式(17)所示.

对于第二种情形,主要考虑是否要进行期权交易,定义效用改善函数为

UI2 (t, y, v, l) = 1− J(t, y, v, l)/J̃(t, y, v, l) = 1− ev[g̃(t)−g̃2(t)]+ĝ(t)−ĝ2(t), (γ > 1) ,
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其中 J(t, y, v, l), J̃(t, y, v, l)如式(6)和式(18)所示.
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图 2 κ和 σ对 UI∗1 和 UI∗2 的影响

Fig. 2 The effects of κ and σ on UI∗1 and UI∗2

图 2描述了股票价格波动的平均回复速率参数 κ和波动系数 σ对投资者效用改善的影响.首先从图中

可以看到, UI∗1 和 UI∗2 随着 κ和 σ 的变化而发生变化,且其值均大于 0,说明考虑模型的鲁棒性和期权投资

均能增加投资者的效用. 其次,从图中可以发现, UI∗1 和 UI∗2 均随着 κ的增加而变小,随着 σ的增加而增加,

这是因为在股票价格波动过程中,取值较大的回复速率 κ和取值较小的波动参数 σ意味着股票价格波动的

不确定性减少,因此投资者会面临较低的波动率风险,故投资者的效用改善会随着 κ的增加和 σ 的减少而

变小,这与 Zeng等[6]中的结论是一致的.

6 结结结束束束语语语

本文研究了随机波动率模型下带期权的资产负债管理的鲁棒最优投资策略问题, 其中股票价格服

从 Heston模型,投资人持模糊风险厌恶态度.为了应对波动性风险,投资者将自己的财富投资于期权. 首先,

获得了幂效用准则下带期权的资产负债管理的鲁棒最优投资策略、最坏的概率测度及值函数的解析表达式

和特殊情况无风险厌恶态度下的最优投资策略及值函数的解析表达式. 然后,得出了无期权下鲁棒最优投

资策略、最坏的概率测度及值函数的解析表达式. 最后,模拟了模型中的参数对投资策略和效用改善的影

响.发现,在资产负债管理的鲁棒最优投资策略中,有两个因素起着重要作用. 第一个因素是模糊风险规避,

当一个投资者在参考模型中面临模糊风险规避时,它通常会降低市场回报风险和波动风险的风险敞口,因

为在一个不确定的环境中,采取保守策略是最优的. 此外,投资者对股票和期权投资有明显的模糊性. 第二

个因素是期权,期权具有提供频繁交易机会和提高市场效率的便利性质,期权的投资可能会带来巨大的效

用改善.
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第十九届中国运筹学会不确定系统分会年会(USC2021)

2021–07–27∼2021–07–31 河南·信阳

第十九届中国运筹学会不确定系统分会年会拟于 2021–07–27∼2021–07–31在河南省信阳市召开.

中国运筹学会不确定系统分会年会主要关注不确定理论及其应用,围绕不确定分析、不确定规划、不确定过程、不确定可靠

性分析、不确定金融、不确定控制列、不确定统计、不确定图及不确定微分方程等方面开展焦点学术研讨.

会议由信阳师范学院陈越奋老师担任会议主席, 诚邀相关领域的国内外专家、学者和研究生报告最新的研究进展. 会

前(7月 25日∼7月 27日)拟举办由清华大学刘宝碇教授领衔主讲的不确定理论高级研修班,研修班旨在提高青年教师和研究生

应用不确定理论解决实际问题的能力以及撰写学术论文的水平.

主办者希望学员从中了解当今国际研究热点,发现新的研究契机.请感兴趣的老师和同学关注公众号“不确定理论”获得会

议最新信息.
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