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通胀与生存约束下最优投资和自愿退休选择
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摘要:研究在通胀下,代理人退休选择、最优消费和投资组合决策问题.运用伊藤公式( Itô公式)推导了通胀折现的

财富动力学方程,基于考虑退休前后的预期消费折现效用最大化标准,利用动态规划方法建立了相应的 HJB方程,

并求解出最优消费、投资组合与自愿退休选择策略.最后对理论结果给出数值模拟. 结果表明,退休前,适当的通胀

波动率会带动代理人积极投资,消费反而减少,若通胀波动率过大,代理人会减少投资增加消费来预防通胀风险带

来的损失;退休后,代理人的投资和消费均会增加. 研究结果对投资者具有参考价值.
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An optimal investment and voluntary retirement choice problem with
subsistence consumption constraints under inflation

Fei Weiyin1, Chen Yahao1, Fei Chen2

(1. School of Mathematics and Physics, Anhui Polytechnic University, Wuhu 241000, China; 2. Glorious Sun School of

Business and Management, Donghua University, Shanghai 200051, China)

Abstract: This paper investigates the optimal consumption/portfolio and retirement problem of an agent under
inflation. By using Itô formula, the real wealth process discounted by inflation is derived. Based on maximiz-
ing the expected discounted utility of consumption both before and after retirement, the corresponding HJB
equations are established by applying the dynamic programming method. Furthermore, the strategies for the
optimal consumption, portfolio investment and retirement are derived. Finally, a numerical analysis is provid-
ed. The result shows that before retirement, the investment of the agent may increase and the consumption may
decrease when inflation volatility is appropriate. If the inflation volatility is high, the investment of the agent
may decrease and the consumption may increase to provide for the inflation losses. After retirement, both the
consumption and investment of the agent may increase. The result of the paper has important reference values
for investors.
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1 引引引 言言言

最优消费与投资组合选择理论, 是资产组合选择理论的扩展和延伸, 是经济学和金融学研究领域的一个

热点, 倍受众多国内外学者的关注. 诺贝尔经济学奖获得者 Merton [1]在 1969 年, 就连续时间情形下最优投

收稿日期: 2017−01−12; 修订日期: 2017−12−27.

基金项目: 国家自然科学基金资助项目 (71571001); 安徽省自然科学基金资助项目 (1608085MA02).



第 1 期 费为银等: 通胀与生存约束下最优投资和自愿退休选择 61

资选择问题进行了研究. 随后, 在 1971 年, Merton [2]发表了关于连续时间情形下的最优消费和投资组合决

策问题的文章, 建立了经典的消费和投资模型, 后来其研究的模型不断得到扩展.

许多学者在 Merton 模型的基础上对最优消费和投资组合问题作出了进一步的研究. 代理人用于基本

生存需求的消费, 具有基本的意义, 因为人只有维持生命的存在, 才可能追求未来的发展. 故在 Merton 经

典的消费和投资模型基础上考虑加入生存消费等约束条件有现实意义. Karatzas 等 [3] 1986 年研究了经济

代理人使得消费的总预期折现效用最大化的一般消费投资问题, 并且通过动态规划方法得出了闭型解, 推

广了 Merton [1, 2]的结果. Vila 等 [4] 研究了在借贷约束下的投资组合选择问题, 并在 CRRA ( constant relative

risk aversion, 常数相对风险厌恶)效用下考虑借贷约束对消费-投资策略的影响. 在 Merton [1, 2]与 Karatzas

等 [3]完备市场的模型下, Lakner 等 [5] 研究了投资者的消费率过程和终端财富具有下方约束的投资组合优

化问题, 并通过 Malliavin 随机变分获得了显式解. Gong 等 [6]借助动态规划原理, 在 CRRA 效用函数下研

究了指数债券在带有生存消费约束的动态消费和资产分配模型中的作用. Shin 等 [7]对 Gong 等 [6]的研究

进行了推广, 考虑一般效用函数情形下带有下方约束的最优消费、投资组合问题, 利用 Feynman-Kac 公式

获得显式解. 常浩等 [8]研究了不同借贷利率情形下动态资产分配问题, 得到不同效用函数下的最优投资策

略, 并通过求解 HJB 方程获得最优解. 康志林等 [9]探讨了以极小化最大个人风险为目标的 minimax 最优投

资组合双目标规划决策模型, 应用 Lagrange 乘子法和 KKT 条件推导出最优投资策略的解析表达式. 王华

等 [10]考虑周期风险模型下保险人投资多种风险资产的最优化问题, 采用鞅方法得到了最优投资策略的解析

解. 在 Merton 跳扩散模型的基础上, 史敬涛 [11]研究了相关随机干扰下跳跃扩散模型描述的最优消费投资决

策问题, 根据 HJB 方程获得了最优消费和投资组合策略.

然而随着时代的变革, Merton 模型已经很难较好的解释现在的金融问题, 于是国内外学者逐步将一些

现实因素以及市场的不确定因素考虑进来比如考虑带有闲暇、劳动收入、退休选择等因素的最优消费投资

问题研究. 伴随着生活水平和医疗水平的提高, 个人的平均寿命相比以前有了快速的增长, 如此一来, 造成

的结果就是现代人的退休生活大幅延长. 不言而喻, 人们需要预先进行基于退休目的的财务策划, 将老年

时各种不确定因素对生活的影响程度降到最低. 因此个体为自身退休而进行投资的需求就变得日益重要.

Choi 等 [12]研究了劳动负效用框架下代理人的最优消费-投资及自愿退休问题, 这个问题的一个特别之处就

是代理人拥有退休选择权, 如果代理人的财富达到了某个临界财富水平, 那么他立即退休. 在退休之前他

可以获得相应的劳动收入但是同时也会遭受劳动带来的效用损失, 退休后可以避免这种损失但同时也要放

弃劳动收入, 利用 Karatzas 等 [3] 研究中的动态规划方法提供了最优消费、投资组合和退休时间的显式解.

与 Choi 等 [12]研究的问题类似, Farhi 等 [13]在劳动闲暇框架下利用对偶方法研究了最优消费、投资组合与

退休选择问题, 并且其消费和闲暇的效用函数是柯布道格拉斯型. Choi 等 [14]在 Choi 等 [12]研究的基础上考

虑了一个无限寿命的代理人自愿退休的最优消费- 闲暇及投资组合问题, 其中代理人的消费偏好是由一般

的 CES 效用函数(柯布道格拉斯效用函数是其中的一种特殊情形)来刻画, 并利用对偶方法得到问题的闭型

解. Fei [15]对 Choi 等 [14]的工作也进行了研究, 不同的是, 他在文中构建了一个区分含糊与含糊态度的 α 最

大最小 CES 预期效用, 并通过运用变分不等式与倒向随机微分方程理论解决该问题, 得出退休前后的最优

消费闲暇和投资策略的闭型解. 刘宏建等 [16]研究 Knight 不确定环境对投资者的最优消费-投资策略的影响,

运用倒向随机微分方程理论得出了最优策略的显式解. Lee 等 [17]研究了带有生存消费约束的最优消费、投

资与自愿退休选择问题, 基于 Karatzas 等 [3] 研究中的动态规划方法得到了显式解. 然而, 随着市场的不断发

展, 金融市场充满了时变性, 仅考虑上述不确定因素已经无法真实、准确的刻画实际的金融市场.

众所周知, 近些年来受到金融危机的影响, 包括我国在内的世界经济一直处于通货膨胀状态. 以我国为

例, 2014 年全国居民消费价格总水平同比上涨1.5%, 2015 年全年居民消费价格比上年上涨1.4%, 2016 年居

民消费价格比上年上涨 2.0%, 在未来相对较长的一段时期内, 通货膨胀将会保持较高的状态. 通货膨胀会影

响代理人对投资组合的判断, 使得预期收益难以预料. 因此, 通货膨胀必将成为投资者今后考虑的重要因素

之一. 自 20 世纪 70 年代以来, 国内外许多学者研究了在通胀背景下的资产配置策略. Brennan 等 [18]采用鞅
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方法研究了考虑通胀动态投资组合最优化问题. Siu [19]研究了带有通胀风险的长期战略资产配置问题, 采

用鞅方法给出了最优配置策略. Lim [20]在 Gong 等 [6]研究的基础上, 考虑通胀风险和生存约束条件下的最

优投资组合选择问题, 其中为了对冲通胀风险, 投资了一种指数债券, 且利用鞅方法得到了最优的消费率和

投资组合, 另外, 也给出了通胀风险和生存消费对最优策略的定量分析. 根据 Brennan 等 [18]的思路, 姚海祥

等 [21]研究了通货膨胀因素下带有连续时间均值–方差模型的投资组合选择问题. 费为银等 [22]在 CRRA 效

用函数的情形下, 参考 Fei [15]同样构建了 α-maxmin 期望效用, 并分析了通胀和 Knight 不确定等因素对最优

投资策略的影响, 并获得了投资策略的显式解. 梁勇等 [23]研究了通胀环境下考虑 Knight 不确定对投资者投

资策略的影响. 费为银等 [24]研究了含糊厌恶投资者在通胀环境下受到极端事件冲击的最优投资策略选择问

题, 其中利用通货膨胀率对风险资产价格进行折算的方法与费为银等 [22]相同. 费为银等 [25] 在递归效用的

情形下, 考虑投资者带通胀的最优消费和投资问题, 利用动态规划的思想, 获得了最优消费与投资策略. 费

为银等 [26]研究了通货膨胀在跳扩散环境下对投资者最优动态资产配置的影响. 费为银等 [27]在通胀等因素

影响下对带有激励的对冲基金最优投资策略进行了研究.

通过上述文献综合分析, 我们发现现有的文献一般往往仅考虑生存消费与退休选择或只考虑通胀的情

况, 不能够更好地契合现实的金融市场. 为了改进现有研究的不足, 本文将在前人工作的基础上同时考虑通

胀、生存消费与退休选择三种因素的结合. 在通胀环境下建立模型, 并推导真实环境下的财富过程, 这更符

合当前的金融市场, 利用动态规划方法对现有的模型进行进一步推广, 根据随机控制理论建立 HJB 方程, 得

到了最优消费、投资组合与退休时间的显式解, 并对所得结论进行数值模拟分析, 给出合理的经济解释, 使

得模型更加符合现实.

2 投投投资资资优优优化化化模模模型型型

假设无风险资产名义价格 BN
t 和风险资产名义价格 SN

t 根据下列方程演化

dBN
t

BN
t

= Rdt,

dSN
t

SN
t

= µsdt+ σsdZt,

其中 R 是确定性的无风险利率, µs 是风险资产的平均回报, σs 是风险资产收益的波动率, Zt 是概率空

间 (Ω ,F , {Ft}t>0, P )上的标准布朗运动.

设消费篮子价格的动力学方程为
dPt

Pt

= µpdt+ σpdZt,

其中 µp 是预期通胀率, σp > 0是波动率. 假定 R 、µs 、µp 、σs 和 σp为常数.

用 πN
t 表示 t 时刻投资于风险资产的名义投资金额, cNt 表示 t 时刻的名义消费率. 如果 πN

t 是可测

的并适应于 {Ft}t>0 , πN
t := {πN

t }t>0 是一个投资组合过程. 如果 cNt 是可测、非负并适应于 {Ft}t>0 ,
cNt := {cNt }t>0 是一个消费率过程. 此外, 它们满足以下条件w t

0
(πN

s )2ds < ∞,
w t

0
cNs ds < ∞, a.s.

代理人直到退休之前都可以获得劳动收入, 名义工资率由 wN
t 表示. τ 是劳动中的退休时间, 它是 Ft 停

时. 代理人被赋予的财富初始金额为 X0 = x . 设 XN
t 是代理人在时刻 t 的名义财富量, 则名义财富过程可

由下列方程演化

dXN
t = πN

t

dSN
t

SN
t

+ (XN
t − πN

t )
dBN

t

BN
t

− cNt dt+ wN
t dt.
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设Xt 是代理人在时刻 t的真实财富量, 则实际财富过程由下列方程演化

Xt ,
XN

t

Pt

.

根据伊藤公式可得

d

(
1

Pt

)
= − 1

Pt

[
(µp − σ2

p)dt+ σpdZt

]
,

进而有

dXt =
[
wt − ct + πt(µs −R− σsσp) +Xt(R+ σ2

p − µp)
]
dt+ (πtσs −Xtσp)dZt, (1)

其中 πt 是代理人投资于风险资产的真实投资金额, ct 表示的是消费者在 t 时刻的真实消费率, 且 ct > 0 ,
wt 是单位时间真实工资率. 为了求解方便, 假设 wt = w 为常数, 且满足 wN

t = wtPt.

注意到, Bt =
BN

t

Pt

是代理人在时刻 t 实际的无风险资产价格, 则其过程由下列方程演化
dBt

Bt

,

(R+σ2
p−µp)dt−σpdZt, 于是有真实利率 r = R−µp+σ2

p+θσp, 其中市场风险价格由 θ , µs −R− σsσp

σs

表示.

现考虑代理人仅在退休前受到生存消费约束, 以 q > 0表示一个退休前正的生存消费水平, 代理人的目

标是使消费的预期折现效用最大化, 并有如下约束: ct > q, 对于所有 0 6 t 6 τ .

当 q > w, 代理人不能退休, 所以假设 q < w. 代理人的消费效用函数被假定为 CRRA 型 u(c) :=
c1−γ

1− γ
, γ > 0(γ ̸= 1), 其中 γ 是代理人的相对风险厌恶系数. 在初始资本 X0 = x > (q − w)/r 处,

一个消费、投资组合及退休时间的三元组 (c, π, τ) 是可容许的. 式(1) 中的财富过程 Xt 满足以下条件:
当 0 6 t < τ 时, 有 Xt > (q − w)/r, ct > q; 且当 τ 6 t 时, 有 Xt > 0. 令 A(x) 是关于 x 的可容许的三元

组 (c, π, τ)的集合. 代理人的目标就是最大化预期折现效用, 即

V (x) = Max
(c,π,τ)∈A(x)

J(x; c, π, τ), (2)

J(x; c, π, τ) = E
[ w τ

0
e−δt

( c1−γ
t

1− γ
− l

)
dt+

w ∞

τ
e−δt c

1−γ
t

1− γ
dt
]

= E
[ w τ

0
e−δt

( c1−γ
t

1− γ
− l

)
dt+ e−δτU(Xτ )

]
,

其中 δ > 0 是代理人的主观折现率, l > 0 是代理人的劳动负效用常量, U(·) 是经典 Merton 问题的值函

数(见文献[1, 2]), 由下式给出

U(x) =
K−γ

1− γ
x1−γ ,

其中 K = r +
δ − r

γ
+

γ − 1

2γ2
θ2.

假假假设设设 1 为了保证优化问题 (2)有定义, 假定K > 0.

3 最最最优优优消消消费费费投投投资资资策策策略略略

为了解决优化问题 (2), 要进行如下步骤: 首先, 猜测存在一个临界财富水平 x̄ 对应于最优退休时间 τ ∗.
其次, 可以获得最优消费/投资组合的显式形式与退休之前的值函数. 最后, 通过值函数 V (x) 在 x = x̄ 处的

光滑粘性条件决定临界财富水平 x̄, 并得到整个最优消费/投资组合过程与值函数.
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对于 t < τ ∗, 值函数 V (x)的 HJB 方程为

δV (x) = Max
c>q,π

{ [
w − c+ π(µs −R− σsσp) + x(R+ σ2

p − µp)]V
′(x)+

1

2
(π2σ2

s − 2πσsσpx+ σ2
px

2)V ′′(x) +
c1−γ

1− γ
− l

}
.

(3)

猜测存在一个临界财富水平 x̄对应于最优退休时间 τ ∗, 并获得退休后的值函数

V (x) = U(x). (4)

通过消费/投资组合过程的 HJB 方程 (3)的一阶条件, 有

c∗ = [V ′(x)]−
1
γ , (5)

π∗ =
xσp

σs

− θV ′(x)

σsV ′′(x)
. (6)

引入另一个临界财富水平 x̃, 由于生存消费约束, 有

c∗ =

{
q, (q − w)/r < x < x̃,

[V ′(x)]
− 1

γ , x̃ 6 x < x̄.
(7)

将式(6)与式(7)代入 HJB 方程 (3)得

δV (x) = (w − q + rx)V ′(x)− 1

2
θ2

[V ′(x)]
2

V ′′(x)
+

q1−γ

1− γ
− l, (q − w)/r < x < x̃, (8)

δV (x) = (rx+ w)V ′(x)− 1

2
θ2

[V ′(x)]
2

V ′′(x)
+

γ

1− γ
[V ′(x)]

γ−1
γ − l, x̃ 6 x < x̄. (9)

引入两个二次函数如下

f(α) := rα2 − (δ + r +
1

2
θ2)α+ δ, (10)

g(β) :=
1

2
θ2β2 + (δ − r +

1

2
θ2)β − r, (11)

其中 f(α) = 0 有两个实根 α1 和 α2 满足 α1 > 1 > α2 > 0, 并且 g(β) = 0 有两个实根 β1 和 β2 满

足 β1 > 0, β2 < −1 , 并且两个二次函数根之间的关系如下

β1 =
1

α1 − 1
, β2 =

1

α2 − 1
. (12)

根据上述分析, 有下列结论

定定定理理理 1 假设 v(·) 是一个严格增且严格凹的函数, 并满足 v(·) ∈ C1((q − w)/r,∞) 和 v(·) ∈
C2((q − w)/r,∞)\{x̄}, 使得当 x < x̄ 时, v(·) 是 HJB 方程 (3) 的解; 当 x̄ 6 x 时, 有 v(x) = U(x), 并且

在 x = x̄处带有光滑粘性条件, 那么对于所有可容许的三元组 (c, π, τ)有 v(x) > J(x; c, π, τ). 现定义

τ ∗ := inf{t > 0 : Xt > x̄}, c∗t :=
{
c1,∗t , 0 6 t < τ ∗,

c2,∗t , τ ∗ 6 t,
π∗
t :=

{
π1,∗
t , 0 6 t < τ ∗,

π2,∗
t , τ ∗ 6 t,

其中 (c1,∗t , π1,∗
t ) 是使 HJB 方程 (3) 右式达到最大的解, (c2,∗t , π2,∗

t ) 是对应于值函数 U(x) 的最优消费、投资

组合过程. 那么

v(x) = V (x) = Max
(c,π,τ)∈A(x)

J(x; c, π, τ) = J(x; c∗, π∗, τ ∗).

证明 定义

W (t,Xt) = e−δtv(Xt).
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根据伊藤引理, 有

dW (t,Xt) = e−δt
{[
wt − ct + πt(µs −R− σsσp) +Xt(R+ σ2

p − µp)
]
v′(Xt)− δv(Xt)+

1

2
(πtσs −Xtσp)

2v′′(Xt)
}
+ (πtσs −Xtσp)e

−δtv′(Xt)dZt

6 −e−δt(
c1−γ
t

1− γ
− l)dt+ (πtσs −Xtσp)e

−δtv′(Xt)dZt.

对于 s > 0, 有

v(X0) >
w s∧τ∗

0
e−δt

( c1−γ
t

1− γ
− l

)
dt+W (s ∧ τ ∗, Xs∧τ∗)−

w s∧τ∗

0
(πtσs −Xtσp)e

−δtv′(Xt)dZt. (13)

式 (13)右边的第二个积分是一个有界局部鞅, 因此是鞅, 所以

v(x) > E
[ w s∧τ∗

0
e−δt

( c1−γ
t

1− γ
− l

)
dt+W (s ∧ τ ∗, Xs∧τ∗)

]
.

令 s ↑ ∞并且使用单调收敛定理与勒贝格控制收敛定理, 得

v(x) > E
[ w τ∗

0
e−δt

( c1−γ
t

1− γ
− l

)
dt+ e−δτ∗

U(X∗
τ )
]
= J(x; c, π, τ ∗). (14)

由 (c1,∗t , π1,∗
t )是使 HJB 方程 (3)右式达到最大的解, 故等式 (14)成立, 得 v(x) = V (x). 证毕.

根据上述分析, 有下列结论

定定定理理理 2 优化问题 (2)的值函数为

V (x) =



C2

(
x− q

r
+

w

r

)α2
+

q1−γ

δ(1− γ)
− l

δ
, (q − w)/r < x < x̃,

r − 1
2
θ2β1

δ
D1ξ

−γ(β1+1) +
r − 1

2
θ2β2

δ
D2ξ

−γ(β2+1) +
ξ1−γ

K(1− γ)
− l

δ
, x̃ 6 x < x̄,

K−γ

1− γ
x1−γ , x̄ 6 x,

其中

D1 =

(
α2−1

γ
+ 1

)
1
K
− 1

r

(α2 − 1)β1 − 1
· qγβ1+1, (15)

D2 = −D1(Kx̄)γ(β2−β1) +
w

r
(Kx̄)γβ2 , (16)

x̃ = D1q
−γβ1 +D2q

−γβ2 +
q

K
− w

r
, (17)

C2 =
1

α2

(
x̃− q

r
+

w

r

)1−α2
q−γ . (18)

x̄是以下代数方程的解

θ2

2
(β2 − β1)D1(Kx̄)−γ(β1+1) + (r − θ2

2
β2)

w

r
(Kx̄)−γ − l = 0. (19)

对于 x̃ 6 x < x̄, ξ 是如下代数方程的解

x = D1ξ
−γβ1 +D2ξ

−γβ2 +
ξ

K
− w

r
. (20)

证明 对于 (q − w)/r < x < x̃, 给出式 (8) 中的一个齐次解形式
(
x̃ − q

r
+

w

r

)α
, 由代数方程式(10)

f(α) = 0, 因此得到方程式(8)的一个齐次形式

Ṽ (x) = C1

(
x− q

r
+

w

r

)α1
+ C2

(
x− q

r
+

w

r

)α2
,



66 系 统 工 程 学 报 第 35 卷

容易得到方程 (8)的特解为
q1−γ

δ(1− γ)
− l

δ
, 因此

V (x) = Ṽ (x) +
q1−γ

δ(1− γ)
− l

δ
= C1

(
x− q

r
+

w

r

)α1
+ C2

(
x− q

r
+

w

r

)α2
+

q1−γ

δ(1− γ)
− l

δ
,

如果 C1 = 0, C2 > 0, 则 V (x)为凹函数. 为了保证 V (x)的凹性, 令 C1 = 0, 则

V (x) = C2

(
x− q

r
+

w

r

)α2
+

q1−γ

δ(1− γ)
− l

δ
, (q − w)/r < x < x̃, (21)

对于 x̃ 6 Xt < x̄, 将最优消费 c 表示成关于财富 x 的函数 C(·), 其中 C(·) 是 X(·) 的反函数. 于

是 c = C(x), X(c) = X(C(x)) = x. 根据式(7)的一阶条件, 得到

V ′(x) = C(x)−γ , (22)

V ′′(x) = −γ · C(x)−γ−1

X ′(c)
. (23)

将式(22)与式(23)代入方程(9)中, 得

δV (X(c)) =
[
rX(c) + w

]
c−γ +

1

2γ
θ2c1−γX ′(c) +

γ

1− γ
c1−γ − l. (24)

式 (24)对 c求导得

δc−γX ′(c) = −γwc−1−γ + rc−γX ′(c)− γrc1−γX(c) +
1− γ

2γ
θ2c−γX ′(c) +

1

2γ
θ2c1−γX ′′(c)− l.

上式两边同时乘以 c1+γ , 再移项有
1

2γ
θ2c2X ′′(c) +

(
r − δ +

1− γ

2γ
θ2
)
cX ′(c)− γrX(c) + γc− γw = 0. (25)

求解上述欧拉方程(25) , 得

X(c) = D1c
−γβ1 +D2c

−γβ2 +
c

K
− w

r
. (26)

根据X ′(c) > 0, 由式(23)得

V ′′(x) = −γ
C(x)−γ−1

X ′(c)
< 0,

于是在 x̃ 6 x < x̄处 V (x)是凹函数. 由式(24) , 有

V (x) = V (X(ξ)) =
r − 1

2
θ2β1

δ
D1ξ

−γ(β1+1) +
r − 1

2
θ2β2

δ
D2ξ

−γ(β2+1) +
ξ1−γ

K(1− γ)
− l

δ
,

其中 ξ 是式(20)的解.

对于 x̄ 6 x, 根据式(4)有

V (x) =
K−γ

1− γ
x1−γ .

由式(26)得

x̃ = X(q) = D1q
−γβ1 +D2q

−γβ2 +
q

K
− w

r
, X ′(q) = −γβ1D1q

−γβ1−1 − γβ2D2q
−γβ2−1 +

1

K
. (27)

如果在 x = x̃处使用 C1 和 C2 条件, 再加上式 (21)、式(22)与式(23), 得

V ′(x̃) = α2C2

(
x̃− q

r
+

w

r

)α2−1
= q−γ , (28)

V ′′(x̃) = α2(α2 − 1)C2

(
x̃− q

r
+

w

r

)α2−2
= −γ

q−γ−1

X ′(q)
. (29)
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由式(28)和式(29), 以及式(27)得

x̃= −α2 − 1

γ
qX ′(q) +

q

r
− w

r

= (α2 − 1)β1D1q
−γβ1 + (α2 − 1)β2D2q

−γβ2 − α2 − 1

γ
· q

K
+

q

r
− w

r
.

(30)

由式 (27)中的 x̃与式 (30)中的 x̃联立, 以及 β2 =
1

α2 − 1
, 有

D1q
−γβ1 +D2q

−γβ2 +
q

K
− w

r
= (α2 − 1)β1D1q

−γβ1 + (α2 − 1)β2D2q
−γβ2 − α2 − 1

γ
· q

K
+

q

r
− w

r
,

得到式(15)中

D1 =

(α2 − 1

γ
+ 1

) 1

K
− 1

r

(α2 − 1)β1 − 1
qγβ1+1.

由式(28) , 可得式(18)中

C2 =
1

α2

(
x̃− q

r
+

w

r

)1−α2
q−γ .

在 x = x̄处对 V (x)使用光滑粘性条件, 有

V ′(x) = c̄−γ = (Kx̄)−γ , (31)

其中 c̄是当财富水平是 x̄时的最优消费. 有

X(c̄) = x̄ = D1c̄
−γβ1 +D2c̄

−γβ2 +
c̄

K
− w

r
, (32)

其中 c̄ = Kx̄, 联立式(31)与式(32), 得到式(16)中D2 = −D1(Kx̄)γ(β2−β1) +
w

r
(Kx̄)γβ2 ,

并且

D1(Kx̄)−γβ1 +D2(Kx̄)−γβ2 =
w

r
. (33)

根据 V (x)在 x = x̄处的连续性, 有
r − 1

2
θ2β1

δ
D1c̄

−γ(β1+1) +
r − 1

2
θ2β2

δ
D2c̄

−γ(β2+1) +
c̄1−γ

K(1− γ)
− l

δ
=

K−γ

1− γ
x̄1−γ . (34)

由式(33)和式(34)可得关于 x̄的代数方程式(19) . 证毕.

定定定理理理 3 最优策略 (c∗, π∗, τ ∗)分别为

c∗t =


q, (q − w)/r < Xt < x̃,

ξt, x̃ 6 Xt < x̄,

KXt, x̄ 6 Xt,

π∗
t =



θ

σs(1− α2)
(Xt −

q

r
+

w

r
) +

Xtσp

σs

, (q − w)/r < Xt < x̃,

θ

σs

(−β1D1ξ
−γβ1

t − β2D2ξ
−γβ2

t +
ξt
γK

) +
Xtσp

σs

, x̃ 6 Xt < x̄,

θ

σsγ
Xt +

Xtσp

σs

, x̄ 6 Xt,

并且

τ ∗
t = inf{t > 0 : Xt > x̄},
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其中 ξt 是以下代数方程的解

Xt = D1ξ
−γβ1

t +D2ξ
−γβ2

t +
ξt
K

− w

r
.

证明 根据 HJB 方程 (3) 的一阶条件与式(6)、式(7) , 以及定理 2 中的值函数 V (x), 可得最优策略. 另
由式(20), 可得代理人在时刻 t的财富水平Xt. 证毕.

4 数数数值值值分分分析析析

为了更好的理解财富水平和通胀因素对投资者的最优消费、投资组合和退休选择的影响, 在本节中, 结

合定理 3, 相关数据参考 Lim [20], 在给定参数取值的基础上, 通过 Matlab 软件进行数值模拟(在一定的参数

范围内该设定具有稳健性), 具体分析如下.

图 1 与图 2 分别表示财富水平 Xt 对消费和投资的影响. 分为3个阶段: ((q − w)/r, x̃)(最低生存消费),

[x̃, x̄)(退休前)和[x̄,∞)(退休后). 设定参数为 w = 0.4, l = 0.8, q = 0.05, R = 0.03, δ = 0.07, µs = 0.09,

σs = 0.2, µp = 0.035, σp = 0.065, 在其他参数不变的情况下, 仅仅考虑相对风险厌恶系数 γ 影响下的最优

消费与投资.
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图 1 财富水平Xt 对最优消费 ct 的影响 图 2 财富水平Xt 对最优投资 πt 的影响

Fig.1 Effect of wealth level Xt on optimal consumption ct Fig.2 Effect of wealth level Xt on optimal investment πt

由图 1 可知, 首先, 在二、三这两个阶段随着财富水平的不断提高, 经济代理人的最优消费是呈现增长

趋势的. 其次, 由图可知, 在第一段与第二段之间存在一个跳跃, 这是因为代理人通过固定工资收入累积了

一定的财富后必然会改善自身消费水平, 导致消费上跳; 另外, 我们看到自愿退休也引起最优消费的跳跃,

这是因为代理人在退休之后, 没有了固定的工资收入, 故导致消费的下降. 最后, 增加相对风险厌恶系数可

能会降低最优消费, 这是因为投资者对风险厌恶程度越高, 由于风险的存在效用就会越低, 体现在消费上就

是减少消费, 这个时候应适当的控制消费.

由图 2 可知, 首先, 直观上来看, 随着财富的不断增加, 最优投资也是增加的. 其次, 在第一段与第二段之

间存在一个跳跃, 这是因为代理人通过固定工资收入累积了一定的财富后必然会改善投资水平, 导致投资

上跳, 此时财富水平为负, 有正的投资, 是因为代理人累积了一定的财富, 改变了投资, 但还是需要归还以前

的借款; 另外, 我们看到自愿退休也引起最优投资一个向下的跳, 这是因为代理人在退休之后, 没有了固定

的工资收入, 那么相应的投资策略就会随之改变. 最后, 相对风险厌恶系数越大时, 对于大多数风险厌恶者

而言, 投资在风险资产上的比例就会越小, 这是理性的做法.

在图 3 中, 设定参数为w = 0.4, l = 0.8, q = 0.05, R = 0.03, δ = 0.07, µs = 0.09, σs = 0.2, µp = 0.035,

研究通胀波动率对最优投资的影响.

图 (3a) 表示代理人在最低生存消费的状态, 随着通胀波动率的增长, 会刺激并活跃市场, 代理人会借贷
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资金并且增加在风险资产上的投资; 之后随着通胀波动率的继续增大, 市场环境恶化, 代理人会放缓借贷投

资的步伐, 逐渐减少在风险资产上的投资. 由于此段最优投资不受相对风险厌恶系数的影响, 故图形中只有

一条曲线.

图 (3b) 表示在退休之前的状态. 首先, 从趋势上来看, 随着通胀波动率的增长, 代理人在风险资产上的

投资先增加后渐渐减少. 这表明, 当通胀波动率在可控范围附近变动时, 投资者会将更多的资产投资于风险

资产, 这样既能起到增值保值的作用, 同时也能一定程度上规避由于通货膨胀所带来的财富购买力下降的

不利情况; 然而当通胀波动率较大时, 金融市场波动剧烈, 引起投资者对市场的担忧, 从而投资在风险资产

上的头寸慢慢减少, 呈现下降趋势. 最后, 相对风险厌恶系数越大时, 对于大多数风险厌恶者而言, 投资在风

险资产上的比例就会越小, 这是理性的做法.

图 (3c) 表示在退休后的状态, 随着通胀波动率的增长, 经济代理人会一直增加在风险资产上的投资, 这

是因为代理人退休后已经拥有足够的资金, 或可以通过投资风险资产来获取一定的收益. 由图形可以看出

三条曲线会存在交叉, 这是因为随着通胀波动率的增长, 对风险厌恶不同的代理人投资策略的影响是不同

的, 代理人对风险厌恶越大, 随着市场波动的幅度增加, 投资在风险资产上的比例就会越小, 在图中就呈现

出较为平缓的增长, 而风险厌恶系数相对较小的代理人投资的曲线会比其陡峭.
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(3c)

图 3 通胀波动率 σp 对最优投资 πt 的影响

Fig.3 Effect of inflation volatility σp on optimal investment πt

在图 4 中, 设定参数为w = 0.4, l = 0.8, q = 0.05, R = 0.03, δ = 0.07, µs = 0.09, σs = 0.2, µp = 0.035,

研究通胀波动率对最优消费的影响.

代理人在最低生存消费阶段, 由于一直维持着最低生存消费, 所以消费水平一直不变, 故此处省略图形.
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图 4 表示代理人在退休前的状态, 结合图 (3b), 从投资者心理上考虑, 由于通胀的出现, 导致货币贬值,

财富购买力下降, 这时会降低投资者的消费欲望, 从而使得消费减少. 之后当通胀波动率超过某个值的时候,

这个时候市场不稳定因素增多, 投资人已经不愿意把过多的资产用于投资, 这样一来便有更多的资产可以

用于消费; 同时由于通胀波动率的持续增长, 货币持续贬值, 越来越不值钱, 在这个过程中, 投资者对于这种

现象的承受能力也在持续增长, 因此对消费的态度并不会像开始时那般抗拒, 会出现慢慢增长的趋势.最后,

当相对风险厌恶系数越大时, 投资风险资产的头寸就会变少, 相应的消费就会增多.

代理人在退休后的消费满足经典 Merton 模型, 符合一般的规律, 随着通胀波动率的增大, 消费会增加,

这是因为退休后代理人已经累积了足够的财富, 并可能通过投资取得了一定的收益, 从而有充足的资金用

于消费.
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图 4 通胀波动率 σp 对最优消费 ct 的影响 图 5 通胀波动率 σp 对临界财富水平 x̄的影响

Fig.4 Effect of wealth level Xt on optimal consumption ct Fig.5 Effect of inflation volatility σp on threshold wealth level x̄

在图 5 中, 设定参数为w = 0.4, l = 0.8, q = 0.05, R = 0.03, δ = 0.07, µs = 0.09, σs = 0.2, µp = 0.035,

研究通胀波动率对最优退休时间的影响. 当财富水平达到 x̄ 时, 代理人选择退休. 从趋势上来看, 随着通胀

波动率的增长, 财富水平随之先增加后缓慢减少. 这表明, 由于通胀的出现, 导致货币贬值, 财富购买力下降,

且此时金融市场波动加剧, 所以, 代理人会在积累更多的财富之后才会选择退休. 然而当通胀波动率较大时,

代理人对于通胀因素带来的不确定性以及货币贬值这种现象的承受能力渐渐提升, 从而表现为不再进一步

累积财富, 而是选择退休进而更早的享受闲暇带来的效用.

在图 6 中, 设定参数为w = 0.4, l = 0.8, q = 0.05, R = 0.03, δ = 0.07, µs = 0.09, σs = 0.2, µp = 0.035,

σp = 0.065, 参考 Lim [20]的思路, 将考虑通胀因素与不考虑通胀情形下财富水平对最优消费、投资的影响

进行比较. 其中实线表示考虑通胀因素, 虚线表示未考虑通胀(模拟时, 未考虑通胀的模型、公式参考 Lee

等 [17]).

图 (6a) 表示财富水平对最优消费的影响. 从图形中可以看出, 考虑通胀因素与不考虑通胀情形呈现出

相同的趋势. 说明本文在考虑通胀的情况下具有一定的合理性. 与此同时, 不同的是, 在具有相同的财富水

平时, 若存在通胀, 由图形可知, 代理人会减少消费, 这是因为通货膨胀会导致货币贬值, 购买力下降, 这时

会降低投资者的消费欲望.

图 (6b) 表示财富水平对最优投资的影响. 从图形中可以看出, 考虑通胀因素与不考虑通胀情形呈现出

相同的趋势. 与此同时, 不同的是, 在具有相同的财富水平情况下, 若存在通胀, 由图形可知, 代理人会减少

投资, 这是因为通货膨胀会导致金融市场产生波动, 引起投资者对市场的担忧, 从而投资在风险资产上的头

寸减少.

图 6 分析了考虑通胀因素与不考虑通胀情形下财富水平对最优消费、投资的影响, 发现本文考虑通胀

因素情形的趋势与前人的研究有相似之处, 表明文章的研究具有一定的合理性; 且分析了不同之处, 使得文

章又具有一定的创新与经济学意义.
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图6 财富水平Xt 对最优消费 ct与投资 πt 的影响

Fig.6 Effect of wealth level Xt on optimal consumption ct and optimal investment πt

5 结结结束束束语语语

将通胀因素、生存消费与退休选择三者结合起来, 是一类具有理论与现实研究价值的投资组合问题. 本

文在通胀环境下建立模型, 并推导真实环境下的财富过程, 这更符合当前的金融市场, 具有现实意义. 借助

动态规划方法和随机控制理论, 得出了投资者的最优消费投资与退休策略, 在文章最后通过数值模拟分别

考虑了财富水平以及通胀波动率对经济代理人最优消费和投资的影响, 而且分析了通胀波动率对代理人最

优退休时间的影响, 并将考虑通胀因素与未考虑通胀对代理人消费投资的影响进行了对比分析, 使得模型

更加符合现实意义. 因此, 探讨通货膨胀环境下, 代理人带有生存消费约束的最优消费、投资与退休决策具

有一定的现实经济意义和理论价值, 研究结果可以为投资者提供参考.

本文所作的研究通胀过程是基于几何布朗运动模型, 在后续的研究中, 将考虑通胀服从均值回复过程,

更有效的模拟现实市场.
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