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权重受限的超效率DEA模型及其投影分析
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摘要:传统 DEA模型通过效率值和投影值对无效单元提供很多有用的管理信息,但对有效单元能提供的信息比较

少. 超效率 DEA模型虽度量了有效单元的效率大小,做到了从效率值的角度区分有效单元,却没有考虑有效单元

的投影问题.本文首先给出有效单元投影的概念,利用投影不仅可以对无效单元给出无效原因,还可以给出有效单

元存在的优势. 其次,给出权重受限的综合超效率 DEA模型及其投影概念,并讨论本文模型与其它超效率模型的

关系.最后,分析本文模型的最优目标函数值与单元有效性之间的关系.
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Abstract: For ineffective decision making units, traditional DEA model can provide much useful management
information through efficiency values and projections. While for effective decision making units, it can provide
little information. Super efficiency DEA model overcomes this weakness of traditional DEA model, and further
measures efficiency values of the effective decision making units. Although super efficiency DEA models can
differentiate effective decision making units according to efficiency values, it does not consider the projection of
effective decision making units. In this paper, firstly, projection of effective decision making units is proposed,
which is superior in that the DEA projection not only gives the cause of the invalidity of ineffective decision
making units, but also describes the advantages of effective decision making units relative to other decision
making units. Secondly, weight-restricted comprehensive super efficiency model and projection concept are
proposed, and the relationship between weight-restricted comprehensive super efficiency model and other super
efficiency DEA models is discussed. Finally, the relationship between the efficiency value of the weight-
restricted comprehensive super efficiency model and the effectiveness of decision making units is analyzed.
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1 引引引 言言言

数据包络分析方法 (data envelopment analysis, DEA)是评价具有多输入和多输出的同类决策单元 (以下
简称单元)相对效率的方法,是由 Charnes 等 1978年提出的. 同时他们提出了第一个 DEA模型—–C2R模
型 [1]. 1984年 Banker等提出了 BC2模型 [2]. 同时 Fare等提出了 FG模型 [3]—–满足规模收益非递增 DEA模
型. 1990年, Seiford等提出了 ST模型 [4]—–满足规模收益非递减的 DEA模型. 这些 DEA模型有一个共同
特点: 能用效率值区分无效单元的有效程度,而有效单元的效率值都相等,其投影的改进值是 0,因而对有效
单元能够给出的信息较少. 为克服传统 DEA方法无法区分有效单元这一不足, Andersen等 1993年提出了
对有效单元效率值进一步度量的超效率模型 [5] (super efficiency model),超效率模型的核心思想是把被评价
的单元从评价参考集中剔除,被评价单元的效率值是参考其余单元构成的前沿面得出的. 有效单元的效率
值有时会超过 1,因此可以对有效单元进行区分. 除此之外超效率模型还可用于 DEA 模型的稳定性和敏感
性分析及发现异常数据. 但是在有效单元投影方面,一直未见相关的研究文献发表,因此,本文给出有效单
元投影的概念,这样通过 DEA 投影不仅像传统 DEA 模型投影一样可以对无效单元给出无效原因,并且还
可以给出有效单元存在的优势.
另外, 通常的 DEA 模型 (如 C2R 等四个模型) 在评价单元有效性时, 输入输出指标的地位同等, 输

入输出指标的权系数无任何限制. 其实, 从提出第一个 DEA 模型以来, 研究多目标决策方面的专家就
提出: 在 DEA 模型中未能体现出决策者的偏好. Yu 在 1974 年提出了多目标规划问题的非支配解 (non-
dominated solution) 的概念,把 Pareto解的概念推广到非支配解,对多目标问题的发展起到推动作用 [6]. 因
此, 1989 年 Charnes, Cooper, Wei和 Huang等第一次把偏好锥概念引入到 DEA 模型中, 提出了在某种程
度上能体现出决策者偏好的 DEA 模型—–锥比率 DEA 模型 (cone ratio DEA model) C2WH [7]. 这是与传
统 DEA方法的不同之处. 权重受限的综合 DEA模型虽然考虑到决策者的偏好,但该模型中有效单元的效
率值都相等,其投影的改进值是 0,因而能给出的信息较少. 为解决权重受限的综合 DEA模型无法从效率值
角度对有效单元进行区分这一不足,本文给出权重受限的综合超效率 DEA模型及投影概念. 该模型中有效
单元的效率值有时会超过 1,从而可以对有效单元进行区分,利用投影不仅可以对无效单元给出无效原因,
还可以给出有效单元存在的优势. 分析本文模型的最优目标函数值与单元有效性之间的关系,并研究本文
模型的相关性质及与其它超效率 DEA模型的关系,可以证明其它超效率 DEA模型是本文模型的特殊情况.

2 超超超效效效率率率DEA模模模型型型及及及其其其投投投影影影概概概念念念

传统 DEA 模型通过效率值能区分无效单元的有效程度, 而有效单元的效率值都相等, 其投影的
改进值是 0, 因而能够给出的信息较少. 为克服传统 DEA 对有效单元的效率大小无法区分这一不足,
1993年 Andersen等提出了超效率 DEA模型 (super efficiency model) [5], 进一步度量了有效单元的效率值.
超效率 DEA模型从效率值角度可区分有效单元,却没有考虑有效单元投影问题.本节将提出有效单元投影
概念,分析有效单元相比于其它单元的优势.

2.1 基基基本本本DEA模模模型型型

假设共有 n个单元 (xj, yj), j = 1, 2, . . . , n,其中第 j0 个单元的输入输出指标值为 (xj0 , yj0) ,则面向输
入的综合 DEA模型及其对偶模型 [7]可以表示如下

( IG)



Max (µTyj0 + δ1µ0)

s.t. ωTxj − µTyj − δ1µ0 > 0, j = 1, 2, . . . , n

ωTxj0 = 1

ω > 0,µ > 0

δ1δ2(−1)δ3µ0 > 0,



118 系 统 工 程 学 报 第 34卷

(DG)



Min θ

s.t.
n∑

j=1

xjλj + s− = θxj0

n∑
j=1

yjλj − s+ = yj0

δ1(
n∑

j=1

λj − δ2(−1)δ3λn+1) = δ1

s− > 0, s+ > 0, λj > 0, j = 1, 2, . . . , n+ 1.

1)当 δ1 = 0时, (IG)模型为 C2R模型．

2)当 δ1 = 1, δ2 = 0时, (IG)模型为 BC2模型．

3)当 δ1 = 1, δ2 = 1, δ3 = 1时, (IG)模型为 FG模型．

4)当 δ1 = 1, δ2 = 1, δ3 = 0时, (IG)模型为 ST模型．

例例例 1 以下以 Andersen等的 1993年的例子为例,设有五个单元,每个单元均有双投入和单产出,投入产

出值如下表所示.

表1 单元数据
Table1 Data of decision making unit

a b c d e

投入 1 2.0 2.0 5.0 10.0 10.0
投入 2 12.0 8.0 5.0 4.0 6.0
产出 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

各单元在模型 (DG)中的效率值如表 2.

表2 各单元在 BC2 模型中效率值

Table2 Efficiency value of decision making units in BC2 model

单元 a b c d e

BC2 模型效率值 1 1 1 1 0.75

从表 2可以看出:在 BC2模型中有效单元的效率值都相等,传统 DEA模型不能区分有效单元.

2.2 超超超效效效率率率DEA模模模型型型

为了进一步讨论有效单元, 1993年 Andersen等提出了超效率模型 (super efficiency model),该模型的核

心是将被评价的单元从参考集中剔除,被评价单元的效率值是参考其余单元构成的前沿面得出的. 面向输

入的超效率模型 [5]如下

(DSEM)



Min (θ − ε(êTs− + eTs+))

s.t.
n∑

j=1
j ̸=j0

xjλj + s− = θxj0

n∑
j=1
j ̸=j0

yjλj − s+ = yj0

n∑
j=1
j ̸=j0

λj = 1

s− > 0, s+ > 0, λj > 0, j = 1, 2, . . . , n, j ̸= j0.

例1中各单元在模型 (DSEM)中效率值如表 3 [5].
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表3 各单元在超效率 BC2 模型中效率值

Table3 Efficiency value of decision making units in super efficiency BC2 model

单元 a b c d e

超效率 BC2 模型效率值 1 1.316 1.2 1.25 0.75

从表 3可以看出:在 BC2模型下,单元 b, c和 d的效率值都相等,不能区分 3个单元中哪个单元的有效

程度更好,而超效率 BC2模型可以将它们的效率进行排序,因此超效率 DEA模型在一定程度上能区分有效

单元的有效程度.但从另一方面也可以看出,超效率 DEA模型不能给出有效单元的效率较好的原因.

2.3 超超超效效效率率率DEA模模模型型型投投投影影影

超效率 DEA模型能够区分有效单元的效率值,为进一步讨论有效单元相对于其它单元所存在的优势,

本小节将给出投影概念.

定定定义义义 1 设模型 (DSEM)有最优解 θ∗, s−∗, s+∗, λ∗
j , j = 1, 2, . . . , n, j ̸= j0 ,则称

(x̂j0 , ŷj0) = (θ∗xj0 − s−∗, yj0 + s+∗)

是 (xj0 , yj0)的超效率投影.

第 j0个单元的改进值记为

(△xj0 ,△yj0) = (xj0 − x̂j0 , ŷj0 − yj0) = ((△x1j0 ,△x2j0 , . . . ,△xmj0), (△y1j0 ,△y2j0 , . . . ,△ysj0)).

其具体含义解释如下:

1) 当 △xij0 = 0 时, 表示单元 j0 与有效单元 (x̂j0 , ŷj0) 相比它的第 i 个投入同样有效. 同样地,

当△yrj0 = 0时,表示它的第 r个产出同样有效.

2) 当 △xij0 > 0 时, 表示单元 j0 与有效单元 (x̂j0 , ŷj0) 相比它的第 i 个投入多投入 △xij0 . 同样地,

当△yrj0 > 0时,表示它的第 r个产出少产出△yrj0 . 它反映了该指标相对于有效单元的不足.

3)当△xij0 < 0时,表示单元 j0 与有效单元 (x̂j0 , ŷj0)相比它的第 i个投入少投入△xij0 . 它反映了该

指标相对于有效单元的优势.

例例例 2 例 1中各单元在传统 BC2及超效率 BC2模型中的效率值和与其投影的相差值如表4.

表4 各单元在传统 BC2 及超效率 BC2 模型中效率值和与其投影的相差值

Table4 The efficiency values of each decision making unit and the difference between its projection in BC2 model and super efficiency BC2 model

单元 BC2模型效率值 △ x1 △ x2 △ y1 超效率BC2模型效率值 △ x1 △ x2 △ y1

a 1 0 4 0 1 0 4 0
b 1 0 0 0 1.316 −0.632 −2.528 0
c 1 0 0 0 1.2 −1 −1 0
d 1 0 0 0 1.25 −2.5 −1 0
e 0.75 2.5 1.5 0 0.75 2.5 1.5 0

从表 4可以看出:对无效单元,两个模型的效率值相同,如单元 a, e. 对有效单元,单元与其投影的相差

值揭示了该单元相对于有效单元的优势,如 b(2, 8, 1)在超效率 BC2 模型中的投影值为 f(2.632, 10.528, 1).

由此可知单元 b较其投影 f 在第一个投入指标上少投入 0.632,在第二个投入指标上少投入 2.528. 而有效

单元投影问题在以往的超效率模型中从未提及.

例 1中各单元在传统 BC2及超效率 BC2模型中的生产可能集见图1.

在传统 BC2及超效率 BC2模型中的各单元对应的生产前沿面见表5.

表5 传统BC2及超效率 BC2 模型的生产前沿面对比

Table5 The production frontiers of BC2 model and super efficiency BC2 model

模型 传统与超效率模型中各单元的生产前沿面

a b c d e

传统BC2 模型 图1中mbcdl 图1中mbcdl 图1中mbcdl 图1中mbcdl 图1中mbcdl
超效率 BC2 模型 图1中mbcdl 图1中macdl 图1中mbdl 图1中mbcn 图1中mbcdl



120 系 统 工 程 学 报 第 34卷

                 
2

x m

a

f

b

e    n

d l

1
x  

                     

 

图 1 传统 BC2 及超效率 BC2 模型生产可能集

Fig. 1 The production possibility set of traditional BC2 and super efficiency BC2 model

3 权权权重重重受受受限限限的的的综综综合合合超超超效效效率率率 DEA方方方法法法

假设有 n个单元,每个单元具有m种输入和 s种输出,其中第 j0个单元的输入输出指标值为 (xj0 , yj0), xj0 ∈
int(−V∗), yj0 ∈ int(−U∗), int(−V∗) ̸= Ø, int(−U∗) ̸= Ø,V ⊆ Rm

+ ,U ⊆ Rs
+是闭凸锥.

V∗ = {v|v̂Tv 6 0, ∀v̂ ∈ V}为 V的极锥; U∗ = {u|ûTu 6 0, ∀û ∈ U}为 U的极锥;由 n个单元的输入指

标构成的m× n矩阵 X = (x1, x2, . . . , xn),输出指标值构成的 s× n矩阵 Y = (y1, y2, . . . , yn). 单元 j0简记

为 x0 = xj0 , y0 = yj0 , 1 6 j0 6 n.

3.1 权权权重重重受受受限限限的的的综综综合合合超超超效效效率率率 DEA模模模型型型

在 DEA 方法中单元的权重受限问题更具有普遍意义, 通常的 DEA 模型 (如 C2R 等四个模型), 在

评价单元有效性时, 输入输出指标的地位同等, 因为输入权系数 ω = (ω1, ω2, . . . , ωm)
T和输出权系

数 µ = (µ1, µ2, . . . , µs)
T 间无任何限制. 其实, 从提出第一个 DEA 模型以来, 研究多目标决策方面的专

家就提出: 在 DEA 模型中未能体现出决策者的偏好. Yu 在 1974 年提出了多目标规划问题的非支配

解 (non-dominated solution)的概念, 把 Pareto解的概念推广到非支配解, 对多目标问题的发展起到推动作

用 [6]. 下面讨论权重受限问题,面向输入的权重受限的综合 DEA模型 [8]为

(PWRCM)



Max (µTy0 + δ1µ0) = VP

s.t. ωTX − µTY − δ1µ0e > 0

ωTx0 = 1

ω ∈ V,µ ∈ U

δ1δ2(−1)δ3µ0 > 0,

其对偶模型为

(DWRCM)



Min θ

s.t. Xλ− θx0 ∈ V∗

− Yλ+ y0 ∈ U∗

δ1(eTλ− δ2(−1)δ3λn+1) = δ1

λ > 0, λn+1 > 0,

其中 δ1, δ2, δ3为取值为 0或 1的参数,而 e = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Rn.

对应的生产可能集为

TWRCM = {(x, y)|Xλ− x ∈ V∗,−Yλ+ y ∈ U∗, δ1(eTλ− δ2(−1)δ3λn+1) = δ1,λ > 0, λn+1 > 0}.
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定义2 [8] 如果模型 (PWRCM)存在最优解 ω0,µ0, µ0 ,使 VP = µT
0y0 + δ1µ0 = 1,则称单元 j0 为弱 DEA

有效 (WRCM).

定义3 [8] 如果模型(PWRCM)存在最优解 ω0,µ0, µ0,使VP = µT
0y0 + δ1µ0 = 1且 ω0 ∈ intV,µ0 ∈ intU ,

则称单元 j0为 DEA有效 (WRCM). 因为有效单元的效率值都相等, 所以上述模型无法将有效单元进行区

分. 为此,下面提出权重受限的综合超效率模型.

X0 = (x1, . . . , xj0−1, xj0+1, . . . , xn)是剔除第 j0个单元,由其余的 n−1个单元的输入构成的m×(n−1)

矩阵, Y0 = (y1, · · ·, yj0−1, yj0+1, . . . , yn)是剔除第 j0个单元,由其余的 n−1个单元的输出构成的 s×(n−1)

矩阵.

权重受限的综合 DEA模型虽然考虑到决策者的偏好,但该模型对于有效单元由于效率值都相等,其投

影的改进值是 0,因而能提供的信息较少. 为克服权重受限的综合 DEA 模型对有效单元的效率大小无法区

分这一不足,给出如下面向输入的权重受限的综合超效率 DEA模型

(PSWRCM)



Max (µTy0 + δ1µ0) = VSP

s.t. ωTX0 − µTY0 − δ1µ0ē > 0

ωTx0 = 1

ω ∈ V,µ ∈ U

δ1δ2(−1)δ3µ0 > 0,

其对偶模型为

(DSWRCM)



Min θ

s.t. X0λ̄− θx0 ∈ V∗

− Y0λ̄+ y0 ∈ U∗

δ1(ēTλ̄− δ2(−1)δ3λn+1) = δ1

λ̄ > 0, λn+1 > 0,

其中 δ1, δ2, δ3为取值为 0或 1的参数,而 ē = (1, 1, · · ·, 1)T ∈ Rn−1 .

对应的生产可能集为

TSWRCM = {(x, y)|X0λ̄− x ∈ V∗,−Y0λ̄+ y ∈ U∗, δ1(ēTλ̄− δ2(−1)δ3λn+1) = δ1, λ̄ > 0, λn+1 > 0}.

3.2 权权权重重重受受受限限限的的的综综综合合合超超超效效效率率率 DEA模模模型型型与与与其其其他他他超超超效效效率率率模模模型型型的的的关关关系系系

在模型 (PSWRCM)和 (DSWRCM)中的参数 δ1, δ2, δ3 取不同值,以及锥 V,U 取一些特殊情况,可以得到

几个基本的超效率 DEA模型如下

情况 1 当 δ1 = 0,V = Rm
+ ,U = Rs

+时, (PSWRCM)和 (DSWRCM)是超效率 C2R模型 [9]

(PI
C2R)



Max µTy0
s.t. ωTX0 − µTY0 > 0

ωTx0 = 1

ω > 0,µ > 0,

(DI
C2R)



Min θ

s.t. X0λ̄+ s− = θx0

Y0λ̄− s+ = y0
λ̄ > 0, s− > 0, s+ > 0;
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情况 2 当 δ1 = 1, δ2 = 0,V = Rm
+ ,U = Rs

+ 时, (PSWRCM)和 (DSWRCM)是 Andersen等在 1993年提出

的超效率 BC2模型 [5]

(PI
BC2)



Max (µTy0 + µ0)

s.t. ωTX0 − µTY0 − µ0ē > 0

ωTx0 = 1

ω > 0,µ > 0,

(DI
BC2)



Min θ

s.t. X0λ̄+ s− = θx0

Y0λ̄− s+ = y0
ēTλ̄ = 1

λ̄ > 0, s− > 0, s+ > 0;

情况 3 当 δ1 = 1, δ2 = 1, δ3 = 0,V = Rm
+ ,U = Rs

+时, (PSWRCM)和 (DSWRCM)是超效率 FG模型 [9]

(PI
FG)



Max (µTy0 + µ0)

s.t. ωTX0 − µTY0 − µ0ē > 0

ωTx0 = 1

ω > 0,µ > 0, µ0 > 0,

(DI
FG)



Min θ

s.t. X0λ̄+ s− = θx0

Y0λ̄− s+ = y0
ēTλ̄ 6 1

λ̄ > 0, s− > 0, s+ > 0;

情况 4 当 δ1 = 1, δ2 = 1, δ3 = 1,V = Rm
+ ,U = Rs

+时, (PSWRCM)和 (DSWRCM)是超效率 ST模型 [9]

(PI
ST)



Max (µTy0 + µ0)

s.t. ωTX0 − µTY0 − µ0ē > 0

ωTx0 = 1

ω > 0,µ > 0, µ0 6 0,

(DI
ST)



Min θ

s.t. X0λ̄+ s− = θx0

Y0λ̄− s+ = y0
ēTλ̄ > 1

λ̄ > 0, s− > 0, s+ > 0.

3.3 权权权重重重受受受限限限的的的综综综合合合超超超效效效率率率 DEA模模模型型型的的的性性性质质质

定定定理理理 1 模型 (PSWRCM)总有可行解.

证明 已知 x0 ∈ int(−V∗),取 ω0 ∈ V且 ω0 ̸= 0 ,则 ωT
0x0 > 0,取 ω̄ =

ω0

ωT
0x0

∈ V, µ̄ = 0 ∈ U, µ̄0 = 0,
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则 

ω̄TX0 − µ̄TY0 − δ1µ̄0ē > 0

ω̄Tx0 = 1

ω̄ ∈ V, µ̄ ∈ U

δ1δ2(−1)δ3 µ̄0 > 0,

即 ω̄ ∈ V, µ̄ ∈ U, µ̄0是模型 (PSWRCM)的可行解. 证毕.

定定定理理理 2 第 j0 个单元为弱 DEA有效 (WRCM)等价于模型 (PSWRCM)有可行解 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0,

满足 VSP = µT
0y0 + δ1µ0 > 1.

证明 充分性: 设第 j0 个单元为弱 DEA有效 (WRCM), 由定义 2, 模型 (PWRCM)存在可行解 ω0 ∈
V,µ0 ∈ U, µ0, 使 VP = µT

0y0 + δ1µ0 = 1, 显然 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0 也是模型 (PSWRCM) 的可行解,

又 µT
0y0 + δ1µ0 = 1,由此可知模型 (PSWRCM)有可行解使得 VSP > 1.

必要性: 设模型 (PSWRCM)有可行解 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0,使 VSP = µT
0y0 + δ1µ0 > 1,即以下三种情况

恰有其中一个成立: 1⃝模型 (PSWRCM)有最优解ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0,使 µT
0y0+δ1µ0 = 1; 2⃝模型 (PSWRCM)

有最优解 ω̂ ∈ V, µ̂ ∈ U, µ̂0,使VSP = µ̂Ty0 + δ1µ̂0 > 1; 3⃝模型 (PSWRCM)有无界解. 下面逐一证明以上三

种情况下,第 j0个单元均为弱 DEA有效 (WRCM):
1⃝设模型 (PSWRCM)有最优解 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0,使 µT

0y0 + δ1µ0 = 1,则 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0满足

ωT
0 X0 − µT

0Y0 − δ1µ0ē > 0

ωT
0 x0 − µT

0y0 − δ1µ0 = 0

ωT
0x0 = 1

δ1δ2(−1)δ3µ0 > 0,

模型 (PWRCM)存在可行解 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0 ,有VP = µT
0y0 + δ1µ0 = 1 ,由此可知第 j0 个单元为弱 DEA

有效 (WRCM).
2⃝设模型 (PSWRCM)有最优解 ω̂ ∈ V, µ̂ ∈ U, µ̂0,使VSP = µ̂Ty0 + δ1µ̂0 > 1 ,则

ω̂Tx0 − µ̂Ty0 − δ1µ̂0 < 0.

设模型 (PWRCM) 存在可行解 ω̄ ∈ V, µ̄ ∈ U, µ̄0 , 显然 µ̄Ty0 + δ1µ̄0 6 1, 如果 µ̄Ty0 + δ1µ̄0 = 1,

则 ω̄ ∈ V, µ̄ ∈ U, µ̄0 就是模型 (PWRCM) 的最优解, 第 j0 个单元为弱 DEA 有效 (WRCM), 结论成立; 如

果 µ̄Ty0 + δ1µ̄0 < 1,则 ω̄Tx0 − µ̄Ty0 − δ1µ̄0 > 0. 又 ω̂Tx0 − µ̂Ty0 − δ1µ̂0 < 0,一定存在 α > 0,使得

α(ω̄Tx0 − µ̄Ty0 − δ1µ̄0) + ω̂Tx0 − µ̂Ty0 − δ1µ̂0 = 0,

于是

α(ω̄Tx0 − µ̄Ty0 − δ1µ̄0) + ω̂Tx0 − µ̂Ty0 − δ1µ̂0

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

= 0.

取

ω0 =
αω̄ + ω̂

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

∈ V,µ0 =
αµ̄+ µ̂

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

∈ U, µ0 =
αµ̄0 + µ̂0

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

,

显然 ωT
0x0 = 1,µT

0y0 + δ1µ0 = 1,

ωT
0X0 − µT

0Y0 − δ1µ0ē =
(αω̄ + ω̂)T

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

X0 −
(αµ̄+ µ̂)T

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

Y0 − δ1
αµ̄0 + µ̂0

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

ē

=
1

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

(α(ω̄TX0 − µ̄TY0 − δ1µ̄0ē) + (ω̂TX0 − µ̂TY0 − δ1µ̂0ē)).
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ω̄ ∈ V, µ̄ ∈ U, µ̄0是模型 (PWRCM)的可行解,所以 ω̄TX− µ̄TY− δ1µ̄0e > 0,于是 ω̄TX0− µ̄TY0− δ1µ̄0ē > 0,

又 ω̂ ∈ V, µ̂ ∈ U, µ̂0是模型 (PSWRCM)的最优解,所以 ω̂TX0 − µ̂TY0 − δ1µ̂0ē > 0,从而有 ωT
0 X0 − µT

0Y0 −
δ1µ0ē > 0,于是 

ωT
0 X0 − µT

0Y0 − δ1µ0ē > 0

ωT
0 x0 − µT

0y0 − δ1µ0 = 0

ωT
0x0 = 1

δ1δ2(−1)δ3µ0 > 0,

即模型 (PWRCM)存在可行解 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0, µT
0y0 + δ1µ0 = 1 , 由此可知第 j0 个单元为弱 DEA有

效 (WRCM).
3⃝模型 (PSWRCM)有无界解,则一定存在可行解 ω̄ ∈ V, µ̄ ∈ U, µ̄0 ,使得 VSP = µ̄Ty0 + δ1µ̄0 > 1,类似

于 2⃝的证明,可以证明第 j0个单元为弱 DEA有效 (WRCM). 证毕.

定定定理理理 3 第 j0 个单元为 DEA 有效 (WRCM) 等价于以下三种情况恰有其中一个成立: 1⃝ 模

型 (PSWRCM) 存在最优解 ω0 ∈ int V,µ0 ∈ int U, µ0, 使得 µT
0y0 + δ1µ0 = 1; 2⃝ 模型 (PSWRCM) 的最优

值 VSP > 1; 3⃝模型 (PSWRCM)有无界解.

证明 充分性: 已知第 j0 个单元为 DEA有效 (WRCM),利用反证法,或者模型 (PSWRCM)存在最优

解ω∗ ∈ V,µ∗ ∈ U, µ∗
0, 使得 µ∗Ty0 + δ1µ

∗
0 = 1, 且 (ω∗,µ∗) /∈ (int V, int U); 或者模型 (PSWRCM) 的最优

值 VSP < 1.

如果模型 (PSWRCM)存在最优解ω∗ ∈ V,µ∗ ∈ U, µ∗
0使得 µ∗Ty0+δ1µ

∗
0 = 1,且 (ω∗,µ∗) /∈ (int V, int U),

即



ω∗TX0 − µ∗TY0 − δ1µ
∗
0ē > 0

ω∗Tx0 − µ∗Ty0 − δ1µ
∗
0 = 0

ω∗Tx0 = 1

δ1δ2(−1)δ3µ∗
0 > 0,

模型 (PWRCM)有可行解 ω∗ ∈ V,µ∗ ∈ U, µ∗
0 且 µ∗Ty0 + δ1µ

∗
0 = 1, (ω∗,µ∗) /∈ (int V, int U),由此可知第 j0

个单元为弱 DEA有效 (WRCM). 矛盾.

如果模型 (PSWRCM)有最优解ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0,满足 VSP = µT
0y0 + δ1µ0 < 1,则 ω0,µ0, µ0满足



ωT
0 X0 − µT

0Y0 − δ1µ0ē > 0

ωT
0 x0 − µT

0y0 − δ1µ0 > 0

ωT
0x0 = 1

δ1δ2(−1)δ3µ0 > 0,

模型 (PWRCM) 有可行解 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0 且 µT
0y0 + δ1µ0 < 1, 不妨假设 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0 不是模

型 (PWRCM)的最优解,可假设模型 (PWRCM)有最优解 ω̄ ∈ V, µ̄ ∈ U, µ̄0,满足 µ̄Ty0 + δ1µ̄0 > µT
0y0 + δ1µ0,

很显然 ω̄ ∈ V, µ̄ ∈ U, µ̄0 也是模型 (PSWRCM)的可行解,这与 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0 是模型 (PSWRCM)的最

优解矛盾, 由此可得 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0 是模型 (PWRCM)的最优解, 且 µT
0y0 + δ1µ0 < 1, 即第 j0 个单元

为 DEA无效 (WRCM). 矛盾.

必要性: 1⃝设模型 (PSWRCM)有最优解 ω0 ∈ int V,µ0 ∈ int U, µ0,使 VSP = µT
0y0 + δ1µ0 = 1,则有
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

ωT
0 X0 − µT

0Y0 − δ1µ0ē > 0

ωT
0 x0 − µT

0y0 − δ1µ0 = 0

ωT
0x0 = 1

δ1δ2(−1)δ3µ0 > 0,

模型 (PWRCM)有可行解 ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0, µT
0y0 + δ1µ0 = 1,ω0 ∈ int V,µ0 ∈ int U, 因此第 j0 个单元

为 DEA有效 (WRCM).
2⃝设模型 (PSWRCM)有最优解 ω̂ ∈ V, µ̂ ∈ U, µ̂0,满足 VSP = µ̂Ty0 + δ1µ̂0 > 1,那么 ω̂Tx0 − µ̂Ty0 −

δ1µ̂0 < 0, 因为 int V ̸= Ø, int U ̸= Ø, 可取到 ω̄ ∈ int V, µ̄ ∈ int U, µ̄0 是模型 (PWRCM) 的可行解,

且 µ̄Ty0+ δ1µ̄0 < 1,因 ω̄Tx0 = 1,有 ω̄Tx0− µ̄Ty0− δ1µ̄0 > 0. 又 ω̂Tx0− µ̂Ty0− δ1µ̂0 < 0,一定存在 α > 0,

使得

α(ω̄Tx0 − µ̄Ty0 − δ1µ̄0) + ω̂Tx0 − µ̂Ty0 − δ1µ̂0 = 0,

于是

α(ω̄Tx0 − µ̄Ty0 − δ1µ̄0) + ω̂Tx0 − µ̂Ty0 − δ1µ̂0

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

= 0.

取

ω0 =
αω̄ + ω̂

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

,µ0 =
αµ̄+ µ̂

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

, µ0 =
αµ̄0 + µ̂0

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

,

显然有 ωT
0x0 = 1,µT

0y0 + δ1µ0 = 1,

ωT
0X0 − µT

0Y0 − δ1µ0ē =
(αω̄ + ω̂)T

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

X0 −
(αµ̄+ µ̂)T

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

Y0 − δ1
αµ̄0 + µ̂0

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

ē

=
1

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

(α(ω̄TX0 − µ̄TY0 − δ1µ̄0ē) + (ω̂TX0 − µ̂TY0 − δ1µ̂0ē)),

即模型 (PWRCM)存在可行解 ω̄ ∈ V, µ̄ ∈ U, µ̄0,因此 ω̄TX−µ̄TY−δ1µ̄0e > 0,于是 ω̄TX0−µ̄TY0−δ1µ̄0ē > 0,

又 ω̂ ∈ V, µ̂ ∈ U, µ̂0 是模型 (PSWRCM)的最优解, 所以 ω̂TX0 − µ̂TY0 − δ1µ̂0ē > 0, 所以 ωT
0 X0 − µT

0Y0 −
δ1µ0ē > 0. 于是 

ωT
0 X0 − µT

0Y0 − δ1µ0ē > 0

ωT
0 x0 − µT

0y0 − δ1µ0 = 0

ωT
0x0 = 1

δ1δ2(−1)δ3µ0 > 0,

另一方面,由于 ω̄ ∈ int V , V是闭凸锥,由锥的性质有
αω̄

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

∈ int V,又 ω̂ ∈ V,因此

ω0 =
αω̄

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

+
ω̂

αω̄Tx0 + ω̂Tx0

∈ int V,

同理可证明µ0 ∈ int U,即模型 (PWRCM)的最优解ω0,µ0, µ0满足µT
0y0+δ1µ0 = 1,且ω0 ∈ int V,µ0 ∈ int U,

因此第 j0个单元为 DEA有效 (WRCM).
3⃝模型 (PSWRCM)有无界解,则模型 (PSWRCM)存在可行解 ω̂ ∈ V, µ̂ ∈ U, µ̂0,使得 µ̂Ty0 + δ1µ̂0 > 1,

类似于 2⃝的证明,可以证明第 j0个单元为 DEA有效 (WRCM). 证毕.

定定定理理理 4 第 j0 个单元为 DEA 无效 (WRCM) 等价于以下两种情况恰有其中一个成立: 1⃝ 模

型 (PSWRCM)的最优值 VSP < 1; 2⃝模型 (PSWRCM)有最优解ω0 ∈ V,µ0 ∈ U, µ0,使得VSP = µT
0y0+δ1µ0 =
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1,且 (ω0,µ0) /∈ (int V, int U).

证明 定理 4是定理 3的逆否命题,结论显然成立. 证毕.

3.4 (PSWRCM)模模模型型型下下下决决决策策策单单单元元元投投投影影影性性性质质质

下面考虑第 j0个单元的投影问题.

(DS-SWRCM)



Max (τ Ts− + τ̂ Ts+)

s.t. X0λ̄− θ∗x0 + s− = 0

− Y0λ̄+ y0 + s+ = 0

δ1(ēTλ̄− δ2(−1)δ3λn+1) = δ1

λ̄ > 0, λn+1 > 0, s− ∈ −V∗, s+ ∈ −U∗,

其中 τ ∈ int V, τ̂ ∈ int U, ē = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Rn−1, θ∗是第 j0个单元在模型 (DSWRCM)中的效率值.

定义4 设模型 (DS-SWRCM)的最优解为 (λ̄0, λ0
n+1, s−0, s+0),则

x̂ = X0λ̄
0 = θ∗x0 − s−0, ŷ = Y0λ̄

0 = y0 + s+0

称为第 j0个单元的超效率投影, (x̂, ŷ) ∈ TSWRCM.

下面考虑权重受限的超效率DEA投影与相应的多目标规划问题之间的关系.

(VP)

V − min(x,−y)

s.t. (x, y) ∈ TSWRCM ∪ (xj0 , yj0).

定义5[8] 如果不存在(x, y) ∈ TSWRCM 使

(x,−y) ∈ (x0, y0) + (V ∗, U∗), (x, y) ̸= (x0, y0)

则称(x0, y0)为多目标规划(VP)的相对于锥(V ∗, U∗)的非支配解.

定定定理理理 5 第 j0个单元的超效率投影 (x̂, ŷ)是多目标规划问题 (VP)的相对于锥 V∗ × U∗的非支配解.

证明 假设第 j0个单元的超效率投影 (x̂, ŷ)不是多目标规划问题 (VP)的相对于锥 V∗ × U∗的非支配

解,则一定有 (x̄, ȳ) ∈ TSWRCM ∪ {x0, y0},使

(x̄,−ȳ) = (x̂,−ŷ) + (v̂, û), v̂ ∈ V∗, û ∈ U∗, (v̂, û) ̸= 0.

因为 (x̄, ȳ) ∈ TSWRCM ∪ {x0, y0},故存在 λ̄ > 0, λn+1 > 0和 (v̄, ū) ∈ (V∗,U∗),使得

(x̄,−ȳ) = (X0λ̄,−Y0λ̄) + (−v̄,−ū),

(X0λ̄,−Y0λ̄) = (x̂,−ŷ) + (v̂ + v̄, û + ū),

δ1(ēTλ̄− δ2(−1)δ3λn+1) = δ1.

因 v̂ ∈ V∗, û ∈ U∗, (v̂, û) ̸= 0, (v̄, ū) ∈ (V∗,U∗) , 有 (v̂ + v̄, û + ū) ̸= 0, 否则,设 (v̂ + v̄, û + ū) = 0，
因 (v̂, û) ̸= 0, 不放设 v̂ ̸= 0, 由假设有 v̂ + v̄ = 0, 因为 intV ̸= Ø, 于是 ∀τ ∈ intV, 因为 v̂ ∈ V∗且 v̂ ̸= 0,

有 τ Tv̂ < 0 ,再由 v̂+ v̄ = 0,有 τ T(v̂+ v̄) = 0,由此可得 τ Tv̄ > 0,这与 v̄ ∈ V∗矛盾,因此有 (v̂+ v̄, û+ ū) ̸= 0.

记 v∗ = v̂ + v̄ ∈ V∗, u∗ = û + ū ∈ U∗,于是有

(X0λ̄,−Y0λ̄) = (x̂,−ŷ) + (v∗, u∗), (v∗, u∗) ̸= 0,

所以

X0λ̄ = x̂ + v∗ = θ∗x0 − s−0 + v∗,
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−Y0λ̄ = −ŷ + u∗ = −y0 − s+0 + u∗,

于是就有 

X0λ̄+ (s−0 − v∗) = θ∗x0

Y0λ̄− (s+0 − u∗) = y0
δ1(ēTλ̄− δ2(−1)δ3λn+1) = δ1

λ̄ > 0, λn+1 > 0, s−0 − v∗ ∈ −V∗, s+0 − u∗ ∈ −U∗,

模型 (DS-SWRCM)有可行解 λ̄, λn+1, (s−0 − v∗), (s+0 − u∗) . 因为 τ ∈ int V, v∗ ∈ V∗, τ̂ ∈ int U, u∗ ∈ U∗,

故而 τ Tv∗ 6 0, τ̂ Tu∗ 6 0. 另一方面又有 (v∗, u∗) ̸= 0,因此τ Tv∗ + τ̂ Tu∗ < 0,从而有

τ T(s−0 − v∗) + τ̂ T(s+0 − u∗) = (τ Ts−0 + τ̂ Ts+0)− (τ Tv∗ + τ̂ Tu∗) > τ Ts−0 + τ̂ Ts+0,

这与 (λ̄0, λ0
n+1, s−0, s+0)是模型 (DS-SWRCM)的最优解 (超效率投影定义) 矛盾,从而证明了第 j0个单元

的超效率投影 (x̂, ŷ)是多目标规划问题 (VP)的相对于锥 V∗ × U∗的非支配解. 证毕.

4 应应应用用用举举举例例例

假设某高校对管理学院的十位学生的学习效率进行评价.为简便,不妨以学生的授课实际时间,预习和

复习时间为输入指标,以课程成绩和创新能力作为输出指标,具体输入输出指标值如下表 6.

表6 各单元的数据
Table6 Data of decision making unit

学生 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10
授课时间指数 48 48 48 48 56 60 50 48 48 60
预复习时间指数 56 45 45 40 60 36 108 40 54 108
课程成绩 86 81 83 77 87 83 90 80 90 88
创新能力成绩 80 80 86 75 81 82 90 80 90 88

1)各学生在超效率 BC2模型中效率值如下表 7.

表7 各学生在超效率BC2模型中效率值

Table7 Efficiency value of decision making units in super efficiency BC2 model

学生 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10

超效BC2率模型效率值 1 1 1.047 1 0.857 1.228 0.96 1.033 2.0 0.8

从表 7 可以看出: 学生 S1, S2, S4, S5, S7, S10 的学习为 DEA 无效, 其中学生 S1, S2, S4 的学习为

弱 DEA有效. 而学生 S3, S6, S8, S9的学习为 DEA有效. 然而超效率模型无法给出导致这些单元有效的因

素.下面应用本文中给出的超效率投影概念,计算各学生学习效率及与其投影的相差值.

2)超效率 BC2模型下各学生学习效率及与其投影的相差值计算结果如下表 8.

表8 各学生在超效率BC2模型中效率值及与其投影的相差值

Table8 The efficiency values of each decision making unit and the difference between its projection
in super efficiency BC2 model

学生 超效BC2 率模型效率值 △ x1 △ x2 △ y1 △ y2
S1 1 0 2 4 10
S2 1 0 0 2 6
S3 1.047 −2.256 −2.115 3.188 0
S4 1 0 0 3 5
S5 0.857 8 8.6 1 7.857
S6 1.228 12 −8.2 0 1
S7 0.96 2 54 0 0
S8 1.033 −1.584 −1.32 0.016 0
S9 2.0 −2 −54 0 0
S10 0.8 12 54 2 2
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从表 8可以看出:本文给出的方法不仅能给出无效单元无效的原因,对有效单元,其投影的相差值还能

给出该单元有效的原因.如学生 S9为 DEA有效,其中第一种输入指标相对有效单元 (单元 S9的投影)少投

入了2,第二个输入指标少投入了54.

3)如果考虑到决策者的偏好,例如创新能力的权重至少占到百分之十,则各学生的学习效率值及与其

投影的相差值如下表 9.

表9 各学生在本文模型中效率值及与其投影的相差值
Table9 The efficiency value of each decision making unit and the difference between its projection

in weight-restricted super efficiency BC2 model

学生 本文模型效率值 △ x1 △ x2 △ y1 △ y2

S1 1 0 2 0 0
S2 1.2 0 −9 0 0
S3 1.2 0 −9 3 0
S4 1.35 0 −14 0 0
S5 0.9 2 6 0 0
S6 1.5 12 −18 0 0
S7 0.96 2 54 0 0
S8 1.35 0 −14 0 0
S9 2.0 −2 −54 0 0
S10 0.8 12 54 0 0

从表 9可以看出:当决策者对输入输出指标值有一定偏好时,权重受限的超效率 BC2 模型效率值与超

效率 BC2 模型效率值一般不相等,这一结果说明决策者的偏好 (即权重受限)对效率值是有一定影响的. 如

学生 S2, S3, S4, S5, S6, S8分别在超效率 BC2 模型和权重受限的超效率 BC2 模型下的效率值和投影值均

不相等.

5 结结结束束束语语语

由上述讨论,传统 DEA模型给出了无效单元的有效程度及无效的原因,但对于有效单元能够给出的信

息少之甚少,因为有效单元的效率值都相等,投影的改进值是 0. 而超效率模型从效率值的角度讨论了有效

单元,未考虑有效单元的投影及其含义.本文给出了投影的概念,通过本文的 DEA投影不仅可以对无效单

元给出无效的原因,而且可以给出有效单元存在的优势. 从而弥补了传统超效率 DEA模型的不足. 同时,考

虑到数据包络分析方法中输入输出指标的权重受限问题应用范围更为广泛,进一步给出了权重受限的综合

超效率 DEA 模型,体现出决策者的偏好对效率值的影响.因此模型 (PSWRCM)具有更普遍的现实意义.
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