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基于随机利率模型可转换债券定价分析
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摘要:基于债券数据利用正则化方法给出了均值函数随机利率模型的参数估计,进一步应用D’Yakonov分裂方法构

造了稳定的差分格式并对可转换债券定价问题进行数值计算.数值结果表明常数均值和相应的均值函数随机利率

模型对可转换债券价格的影响没有显著的差异,然而比较高斯和非高斯利率模型(包括引入长期均值函数)所得的

可转换债券价格很明显地依赖于利率的期限结构. 因此,在定价可转换债券过程中,需要考虑不同期限结构的利率

模型对可转换债券价格的影响,但无需引入均值函数.
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Abstract: This paper develops a parametric estimation for the time-varying mean stochastic interest model
by using regularization method. Furthermore, the price of convertible bond could be computed by using the
D’Yakonov splitting method together with stable finite difference scheme. The numerical results show that the
prices of convertible bonds are not significantly different when using the stochastic interest rate model and the
extended model. However, the prices of convertible bonds are highly sensitive to the term structure of Gaussian
and Non-Gaussian interest rate model, including the extended model. These results imply that it is important
to consider the effects of different term structure models in valuing convertible bonds, but not necessary to
consider the mean function.
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1 引引引 言言言

可转换债券(CB)是一种混合型的金融工具,具有债券和股权双重属性. 它是公司进行融资的一种重要

工具,比较其它公司融资方法,通过可转换债券发行所需的成本是比较低的. 一旦执行转换时,对于持有者
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而言通过股票二级市场交易可获得更高的收益,同时对于发行公司本身而言,这种融资方法减少了资本压

力且可以在二级市场上进行股本扩张[1]. 基于这些优势,对CB定价是金融领域中非常重要的研究方向.本文

将通过数值方法研究随机利率对可转换债券价格影响的问题.

目前已有很多的学者通过不同方法研究了CB定价以及数值计算问题.如,张卫国等[2]基于模糊数学方

法研究可转换债券定价和数值算法. 杨立洪等[3]在常数利率条件下给出二叉树CB定价的数值解.马俊海

等[4]基于随机波动率标的资产利用控制变量方法给出CB定价的数值方法. Ballottaa等[5]基于Vasicek[6]随机

利率模型研究标的资产具有跳扩散性质的CB定价问题. Milanov等[7]基于三叉树的方法给出了具有违约标

的资产扩散模型的数值解.范辛亭等[8]和杨立洪等[9]研究了高斯随机利率条件下CB定价问题.赵洋等[10],

Ammann等[11]和Wilmott 等[12]分别给出了Monte Carlo方法和偏微分方程(PDE)数值解法. 值得一提的是,

Zhu等[13]基于奇性分离方法(singularity-separating)建立了可转换债券定价的数值方法. Barone-Ades等[14]应

用特征函数和有限元方法计算两因子模型CB价格. 上述的文献中所考虑CB定价问题要么假设随机利率

模型要么假设标的资产波动率是随机的问题, 然而没有进一步分析不同随机利率模型(高斯和非高斯)对

于CB价格的影响问题.因此本文将集中考虑随机利率对于CB定价的影响.

由于一份可转换债券价格依赖于可转换标的资产价格波动以及债券到期日之前的价值,因此数学上

的定价方法不同于欧式期权定价, 类似于美式期权定价[12, 15]. Wilmott 等[12]通过对冲原理导出偏微分方

程(PDE),并使用有限差分方法计算价格.然而,基于高斯短期率模型,若直接求解相应PDE方程,数值方法

可能是不稳定的甚至所得数值结果也是不精确的[16, 17]. 特别是, Li等[16]基于欧式期权定价给出了数值结果

表明对于高斯模型的计算方法(数值方法或Monte Carlo方法)是无效的(无效意味着数值计算误差较大).但

是,江良等[17]通过计价单位转换给出了高斯模型的稳定数值解.而且,若引入标的资产和随机利率相关性,

基于非高斯模型PDE方程具有混合导数项(或交叉项),这就使得求解方程变得更加困难.

综上所述,本文将研究基于高斯和非高斯随机利率(包括引入均值函数)CB定价的问题.本文主要是应用

债券数据,给出了随机利率的参数估计,从而分析随机率模型对于可转换债券价格的影响.为了简化,本文

模型不考虑信用风险问题, 1 而且假设标的资产波动率是常数的. 虽然可以进行理论的推导引入随机波动率

状态变量,然而相应的PDE是四维问题(包括时间维度),四维问题所需的计算量非常大,可能求解难于实现,

因此假设波动率是常数.

由于高斯随机利率可转换债券的PDE数值解法是不稳定的,因此本文利用了江良等[17]的结果构造了具

有稳定性的偏微分方程数值解法. 此外,可转债券定价问题(PDE)涉及到自由边界的问题,并且在非高斯随

机利率下的PDE方程具有交叉项和约束条件(变分问题),因此首先利用罚方法近似计算相应的变分不等式,

也就是转化为非线性偏微分方程问题,而后基于D’Yakonov分裂方法给出了具有稳定性的差分格式.

2 可可可转转转换换换债债债券券券定定定价价价

假设股票St和短期利率rt满足下面的随机微分方程
2

dSt = rtStdt+ σsStdW
s
t , (1)

drt = (θ(t)− art)dt+ σrg(rt)dW
r
t , (2)

其中 σs和σr分别表示股票价格和短期利率的常数波动率, θ(t)/a, a表示短期利率长期均值函数和相应

的回归速率, [W s
t ,W

r
t ]是一对标准的布朗运动, 相关系数为ρ, 即E(dW r

t dW
s
t ) = ρdt, E(·) 为期望值算子,

1 Barone-Adesi等[14]说明,若考虑信用风险,由于涉及较多未知量,从而导致了实践上较难应用,同时他们也说明了即使技术上可定价具有
信用风险CB价格,但是一些简化模型足够解析实际的问题. McConnel等[18]也解释了简化模型的优势.

2 假设在无套利条件下所满足的微分方程(也就是风险中性条件下). 事实上,在风险中性测度下,式(2)可以写成drt = (θ(t)− ϕσ2
rg

2(rt)−
art)dt+ σrg(rt)dW r

t ,其中ϕ是常数. 显然当g(rt) =
√
rt时,短期利率票移项可以写成(θ(t)− ârt)dt,其中â = ϕσ2

r + a;同理当g(r) = 1时,
漂移项可写成[(θ(t)− ϕσ2

r)− art]dt. 因此在上述两种情况下,漂移项形式和式(2)是一样的,这说明式(2)具有一般性.
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g(r) = 1或g(r) =
√
r分别对应于 Hull-White(HW)模型和ECIR模型[19].

在随机微分方程(2)中,引入均值函数模型主要目的是使得随机利率模型能够和远期利率模型相容[19].

当g(r) = 1时, Barone-Adesi等[14]已研究了Hull-White随机利率CB定价. 当g(r) = 1, a = 0时,范辛亭等[8]研

究Ho-Lee模型下CB定价. 对于随机利率开方扩散项模型, 杨立洪等[9]做了研究. Wilmott[15](第36章相关讨

论)论述了基于Vasicek[6]和CIR模型[20]可转换债券定价问题.

根据Wilmott[15]及Benninga等[21]的结果,不失一般性,本金标准化为一个单位且债券到期日和CB到期日

是一样的, 3 那么Vt = V (rt, St, t;T )价格为

Vt = E
[
e−

∫ T
t

rsds max(mST , 1)
]
= P (t, T )Ê

[
max(mŜT , 1)

]
, (3)

其中 Ê(·)表示在远期测度下条件期望算子, P (t, T )表示当前时刻为t到期日为T债券价格, Ŝt = St/P (t, T ),

m表示可转换为m份标的资产.

显然终端条件为VT = max(mST , 1).根据McConnel等[18]研究结果, CB价格满足

V (S, r, t) > mS. (4)

注: 基于Benninga等[21]的论述,可得[max(mŜT , 1)] = [max(mŜT − 1, 0) + 1]. 因此式(3)可改写成

Vt = P (t, T )Ê[max(mŜT − 1, 0)] + P (t, T ), (5)

式(5)隐含着一份CB可由一份看涨期权和一份债券价格之和,而且当转换股价较低时,持有者不执行转换权,

此时CB等同于一份债券的价值,即式(5)中条件期望值为零. 若转换股价较高时,理性的持有者一定执行转

换的权利,而此时CB被转换为相应的股票,它的价值至少等于标的资产价值,从而有式(4)的约束条件.

为了分析CB定价式(3)∼式(4)的数值结果,需要债券价格的数值解P (t, T ). 因此,在给出对于不同随机

利率模型可转换债券定价变分问题和罚方法之前,首先考虑不同短期利率模型债券定价公式.

2.1 债债债券券券价价价格格格

基于Hull等[22], P (t, T )具有仿射性结构解: P (t, T ) = A(t, T ) exp(−rB(t, T )),其中A(t, T )和B(t, T )满

足常微分方程组(ODEs). 基于Vasicek和CIR模型,债券定价公式可参考Brigo等[23].

模型 1: Hull-White模型

当g(r) = 1时, A(t, T )和B(t, T )满足 A′ − θ(t)AB +
1

2
σ2AB2 = 0, A(T, T ) = 1, (6)

B′ − aB + 1 = 0, B(T, T ) = 0, (7)

其中 A = A(t, T )和B = B(t, T ).

方程(6)∼(7)解为[23]
lnA(t, T ) =

σ2

2a2
(T − t+B(t, T ; 2a)− 2B(t, T ; a))−

w T

t
B(s, T ; a)θ(s)ds, (8)

B(t, T ) = B(t, T ; a) =
1− e−a(T−t)

a
. (9)

模型2: ECIR模型

当g(r) =
√
r时, A(t, T )和B(t, T )满足 A′ − θ(t)AB = 0, A(T, T ) = 1, (10)

B′ − aB − 1

2
σ2B2 + 1 = 0, B(T, T ) = 0. (11)

3 Benninga等[21]研究不同到期日可转换债券定价问题.
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方程(10)∼(11)解为[19, 24] 
A(t, T ) = exp

(
−

w T

t
B(s, T )θ(s)ds

)
, (12)

B(t, T ) =
2(eγ(T−t) − 1)

(γ + a)(eγ(T−t) − 1) + 2γ
, (13)

其中 γ =
√
2σ2 + a2及Feller条件为 2θ(t) > σ2.

2.2 可可可转转转换换换债债债券券券定定定价价价偏偏偏微微微分分分方方方程程程

基于江良等[17]研究结果,设y = ln(S/P )和V̂ = V/P ,在远期测度下,不同随机利率模型下的算子

L1V̂ =
∂V̂

∂t
+

1

2
σ̂2
1(t)

∂2V̂

∂y2
− σ̂2

1(t)

2

∂V̂

∂y
,

L2V̂ =
∂V̂

∂t
+

1

2
σ̂2
2(t)

∂2V̂

∂y2
+
(
ρσ2

rB(t, T )r + σsσr

√
r
) ∂2V̂

∂r∂y
+

1

2
σ2
rr

∂2V̂

∂r2
−

1

2
σ̂2
2(t)

∂V̂

∂y
+ (θ(t)− (σ2

rB(t, T ) + a)r)
∂V̂

∂r
,

其中 σ̂1(t) =
√
σ2
s + 2ρσrσsB(t, T ) + σ2

rB
2(t, T ), σ̂2(t) =

√
σ2
s + 2ρσsσrB(t, T )

√
r +B2(t, T )σ2

rr.

注: 从L1V̂算子可以看出,对于高斯模型,通过用零息债券作为计价单位,相应的维数减少了一维,这在

很大程度上减少了计算量. 然而,关于L2V̂ 问题的本身维数是不变的.

根据前面的论述, 若理性的持有者不执行转换, 即V̂t一定满足, LiV̂ = 0, i = 1, 2. 这隐含着V̂ >

m exp(y). 如果V̂ = m exp(y),显然LiV̂ < 0,隐含着收益率比银行储蓄账户的收益要小. 因此, CB定价实

际上是一个补偿性优化问题(变分不等式)(参考Wilmott等[12]第9章),即
(
LiV̂

)(
V̂ −m exp(y)

)
= 0, i = 1, 2,

LiV̂ 6 0, i = 1, 2,

V̂ −m exp(y) > 0,

(14)

其终端条件为V̂T = max(m exp(y), 1).

基于罚方法,变分不等式(14)转化为下面非线性问题

LiV̂ + µmax
(
0,m exp(y)− V̂

)
= 0, i = 1, 2, (15)

其中 µ是罚参数.

由于式(15)是一个标准化问题, 因此其收敛性结果可参考Forsyth等[25]. 若µ → +∞, 结合终端条件,

式(15)的解收敛到式(14)的解.

3 可可可转转转换换换债债债券券券的的的数数数值值值方方方法法法

3.1 随随随机机机利利利率率率模模模型型型参参参数数数估估估计计计

假设债券初始日期t = 0,市场价格, PM(0, T ),完全匹配理论价格,即lnP (0, T ) = lnPM(0, T ).

基于Hull-White模型,根据式(8)和式(9),可得

F (T ) +
w T

0
K(t, T )θ(t)dt = 0, (16)

其中 F (T ) = lnP (0, T ) + r0B(0, T )− σ2 [T +B(0, T ; 2a)− 2B(0, T ; a)] /(2a2), K(t, T ) = B(t, T ; a).

在给定F (T )和K(t, T )条件下,相应的函数θ(t)的解通过下面优化问题

Min
θ(t)∈Ω

Jλ(θ) =
1

2
||F (T ) +Kθ||2 + 1

2
λ||θ′||2, (17)
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其中初始条件θ0 = θ(0), Kθ =
r T

0
K(t, T )θ(t)dt, λ > 0是正则化参数. Ω是关于θ(·)一个可行的空间,定义

为Ω = {θ ∈ H1(Λ)|θ(0) = θ0, θ
′(T̂ ) = 0},其中T̂是最大到期日, Λ = [0, T̂ ].

基于ECIR模型, 根据式(12)和式(13), 可推出类似式(16)的积分方程, 相应的F (T )和K(t, T )分别替

换为lnP (0, T ) + K(0, T )r0和
2(eγ(T−t) − 1)

(γ + a)(eγ(T−t) − 1) + 2γ
. 优化问题形式上也和式(17)一样. 然而归因

于Feller条件, 求解优化问题(17)时, 需改变函数θ(·)的可行域, 即θ ∈ Ω∗ = Ω ∩ {θ(·)|2θ(t) > σ2}. 显

然, Ω∗是一个凸集.

3.2 可可可转转转换换换债债债券券券数数数值值值计计计算算算方方方法法法

根据前面论述, 基于HW模型的CB价格满足PDE是一维的问题(不考虑时间维度), 而基于ECIR模型

的PDE是非线性二维问题.因此,本文将集中构造稳定数值方法求解二维PDE.

首先处理半无界区域问题.一般处理无界区域[0,+∞)的方法可以通过下列方法实现: 1)构造一个映射

函数把无界区域转化有界区域,进一步使用数值方法求解偏微分方程; 2)选取Laguerre函数作为基函数逼近

偏微分方程的解; 3)构造一个足够大有限区域,设定适当人工边界条件将偏微分方程限定在有限的区域内求

解. 本文将选取最后一种方法: 在一个足够大的有限区域内通过有限差分方法求解偏微分方程.

为了给出数值计算,需要一些假设,设有限区域为[0, rmax]× [ymin, ymax],其中rmax和ymax是足够大的值,

ymin是足够小的数. 不失一般性,假设离散步长是等距的,即∆t = tn+1− tn, ∆r = rj+1−rj , ∆y = yi+1−yi,

n = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . , N1, i = 1, 2, . . . , N2, 其中t1 = 0, tN = T , r1 = 0, rmax = rN1
及y1 =

ymin, ymax = yN2
, N,N1, N2分别表示时间和空间上总的节点数. 设V̂ n

ij = V (tn, yi, rj)为数值解.

在使用D’Yakonov分裂方法计算偏微分方程(15)之前,先定义算子 4

L11V̂ =
∂V̂

∂t
+

1

2
σ2
2(t)

∂2V̂

∂y2
− 1

2
σ2
2(t)

∂V̂

∂y
+ µmax(0,m exp(y)− V̂ ),

L22V̂ =
∂V̂

∂t
+

1

2
σ2
rr

∂2V̂

∂r2
+ (θ(t)− (σ2

rB(t, T ) + a)r)
∂V̂

∂r
,

根据D’Yakonov分裂方法,有

L11V̂ = f, (18)

L22V̂ = f, (19)

其中 f = −1

2

(
ρσ2

rB(t, T )r + σsσr

√
r
) ∂2V̂

∂r∂y
.这里把混合导数项分裂到两个不同的算子中.

对于式(18)及式(19)中的微分算子使用隐式格式近似[26],这里不累赘重复说明. 而对于混合导数项用高

阶显式格式近似[27−29],即 5

∂2V̂ n+1
i,j

∂r∂y
=
(
V̂ n+1
i+1,j+1 − V̂ n+1

i+1,j−1 − V̂ n+1
i−1,j+1 + V̂ n+1

i−1,j−1

)
/(4∆r∆y).

注: 混合导数也可以分裂在同一个算子,即要么在算子(18)中或者在算子(19)中,但需要更高阶的离散近

似格式[29]. 为了求解L22V̂ = f ,需要给出r = 0的方程,即

∂V̂

∂t
+ θ(t)

∂V̂

∂r
= 0. (20)

基于Feller条件,显然θ(t) > 0,因此双曲型偏微分方程(20)勿需边界条件即可定解.

D’Yakonov分裂算法如下:

步骤 1 给定终端条件和n (n = N − 1, N − 2, . . . , 1).

4 根据D’Yakonov分裂方法[26],基于r和y把空间变量进行分离,而对混合导数项拆成两部分,即f = −
1

2

(
ρσ2

rB(t, T )r + σsσr
√
r
) ∂2V̂

∂r∂y
.

5 文章的作者也通过使用更高阶的显式格式计算交叉项,其数值结果和四阶格式近似的效果没有显著的差别.
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步骤 2 固定j (j = 1, . . . , N2),求解L̂11V̂
n+∗
i,j = fn+1

i,j . 6

步骤 3 固定i (i = 1, . . . , N1),当j = 1,即r1 = 0,求解式(20);当j ̸= 1求解L̂22V̂
n
i,j = fn+∗

i,j .

步骤4 重复步骤1到步骤3步骤,直到 n = 1.

对于算法, 仍需要人工边界条件.根据Barone-Adesi等[14]结果,当y = ymin, 使用Neumann边界条件,其

离散格式为 V̂ n
1,j = (4V̂ n

2,j − V̂ n
3,j)/3.

7 根据可转换债券合约,显然当S → +∞,意味着持有者行使转化权,

即V = mS. 基于Wilmott等[12]第12章中结论,对于美式期权当标的资产无限大时,可取二阶导数极限为零作

为边界条件, lim
S→+∞

∂2V
∂S2 = 0,即

lim
y→+∞

e−2y

(
∂2V̂

∂y2
− ∂V̂

∂y

)
= 0. (21)

式(21)二阶离散格式为

V̂ n+1
N1,j

− 2V̂ n+1
N1−1,j + V̂ n+1

N1−2,j

(∆y)2
−

3V̂ n+1
N1,j

− 4V̂ n+1
N1−1,j + V̂ n+1

N1−2,j

2∆y
= 0.

当r → +∞时,根据Büttler[31]论述,选取Neumann边界条件,即 lim
r→+∞

∂V̂
∂r

= 0, 8 相应的二阶单边离散格

式为V̂ n
i,N2

= (4V̂ n+1
i,N2−1 − V̂ n+1

i,N2−2)/3.

4 可可可转转转换换换债债债券券券定定定价价价数数数值值值结结结果果果

4.1 随随随机机机利利利率率率参参参数数数估估估计计计

首先,基于债券数据给出随机利率的参数估计.定义根均值误差RMSE为

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(lnPM(0, Ti)− lnP (0, Ti))
2
. (22)

正则化参数λ选取一般有GCV方法[32]及L-Curve方法[33]. GCV方法是关于λ优化问题,而Hansen[34]给出

数值例子,发现对于积分方程GCV方法选取的λ可能失效. 而对于L-Curve方法涉及求该曲线上拐点,需通过

求一阶导数和二阶导数,因此数值解可能不稳定. 所以,本文将通过线性搜索方法基于最小RMSE的值来选

取λ的值.

由于我国债券的数据比较缺少,因此将使用每周交易2016年5月12号美国的债券收益率数据,债券到期

日为1/12, 1/4, 0.5, 1, 2, 3, 5, 7, 10年(数据来源http://www.ustreas.gov). 9 一个主要的原因是美国国债

可被认为无风险零息票的债券. 最大的到期日为T = 10年. 在计算的过程中设∆T = 0.5, r0 = 0.02%. 由于

整个可观察数据为9个,因此对于一些其它节点上的数据,利用三次样条插值给出[23].

表1列出基于Vasicek模型和CIR模型的参数估计值.长期回归均值θ/a分别为3.11%和2.59%,且2θ/σ2 =

1.590 0 > 1满足Feller条件.观察表1中的数据,显然基于RMSE的数值结果表明了这两个模型在拟合的问题

上没有本质的差别.

根据表1所得数据,利用两步估计方法,即第一步通过Vasicek和CIR模型所得参数估计;第二步,根据第

一步所得估计,给出θ(t)的估计.

6 这里n+∗表述了从第n + 1层到第n层中任何过度层的值. 在实际计算中, 使用中间层V̂
n+1/2
i,j 的值, 而微分算子的时间步长仍然是∆t.

L̂11和L̂22表示算子的离散格式.
7 另一种可行的方法在ymin点处可由下面的方法计算:在偏微分方程L2V̂ = 0中设置S = 0,求解偏微分方程从而给出边界条件[26, 30].
8 根据Barone-Adesi等[14]论述,当r → +∞时,可转换债券仅依赖于mS及赎回和可回售价格,即不依赖r,而且也根据Büttler[31]论述当使用

二阶单边近似边界时,数值结果是稳定的,因此本文选择了Neumann边界条件.
9 Barone-Adesi[14]应用2000年8月21日零息债券收益率数据给出了Hull-White模型参数估计,进一步研究了CB定价的数值算法.
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表 1 参数估计值和相应的RMSE
Table 1 Parameter estimates and the corresponding RMSE

模型 θ a σ RMSE

Vasicek 0.008 2 0.262 7 0.036 4 0.001 6

CIR 0.008 0 0.307 1 0.038 4 0.001 6

表2基于HW和ECIR模型对于不同正则化参数所得RMSE估计值. 从表2数值结果可得, 两种模型所

得RMSE几乎没有显著的差异,而且当λ = 0.1时,和其它情况结果所得误差也没有明显的区别.这就说明了

高斯和非高斯模型对于收益率曲线拟合没有显著的差异.

表 2 不同正则化参数所得RMSE估计值
Table 2 The RMSE value for regularization parameters

Hull-White模型 ECIR模型
λ 0 10−6‡ λ=0.1 0 5× 10−6 ‡ λ=0.1
RMSE 8.122 7× 10−5 8.196 2× 10−5 4.437 0× 10−4 1.220 8× 10−4 1.234 2× 10−4 4.508 5× 10−4

注: ‡表示通过最小化RMSE获得正则化参数选取.

图 1给出了基于不同正则化参数和模型所得 θ(t)数值解.
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图 1 基于不同正则化参数和模型所得 θ(t)数值解

Fig. 1 The numerical solutions of θ(t) for the different regularization parameters and models

图2分别给出了HW模型和ECIR模型均值函数估计,其中λ通过最小RMSE获得,分别为10−6和5× 10−6.

从图形可以看出,显然当正则化参数比较小时,函数θ(t)呈现激烈震荡,而且对于HW模型其值可能小于零.

然而在实际应用中,一般选择了大于零且比较平稳的数值结果.

4.2 可可可转转转换换换债债债券券券数数数值值值解解解法法法

在整个计算过程中,假设CB的到期日和债券价格到期日是一样的(若不一样,可通过对θ(t)的数值结果

插值,然后计算),也就是∆t = 0.5, T̂ = 10年. θ(t)的值相对应于λ = 0.1获得. 偏微分方程的空间步长分别

为∆y = 0.01及∆r = 0.01. 在所有的数值结果中,标的资产的波动率σs = 0.12,最大到期日为10年. 不失一

般性,在CB计算过程中,转换比率m = 1, 10 罚参数µ = 104.

为了能够更好地比较随机利率模型对CB的影响,定义了相对误差(RE),

RE =
CIR (ECIR)模型数值结果− Vasicek (HW)模型数值结果

Vasicek (HW)模型数值结果
× 100%. (23)

最后式(18)和式(19)的数值结果V̂通过线性插值方法转化为原来的V值.因此,下面所有结果基于V而不

是V̂ .

图2∼图4描述了基于Vasicek和CIR模型不同相关系数ρ,标的资产S及r对CB价格的影响.

10 对于转换率,可调整S使得mS 和S(当m = 1时)的值相同.当m = 0.5, S = 1,此时mS = 0.5;当m = 1, S = 0.5,那么mS = 0.5.
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图 2 基于Vasicek和CIR模型,计算CB价格和相应的相对误差(ρ = −0.5)

Fig. 2 Price of convertible bond vs. r and S based on Vasicek and CIR model (ρ = −0.5)
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图 3 基于Vasicek和CIR模型,计算CB价格和相应的相对误差(ρ = 0)

Fig. 3 Price of convertible bond based on Vasicek and CIR model (ρ = 0)

首先观察到, 当S = 0 时, CB 价格等价于债券价格. 当0 < S < 1, CB价格小于1; 当S > 1时, 其可

转券价格都大于1. 这种现象类似于Zhu等[13]的结论. Zhu 等[13]论述了当债券收益率大于债券票息率时

且S < 1时, CB价格小于1. 当S增加时,相对误差逐渐减小,这说明了当mS足够大时,这两个模型定价没有

显著的差异.根据前面理论分析,若mS足够大时, CB价格可近似为V ≈ mS. 而对于r和ρ,当S 6 1时,它们

增加时,相应的相对误差也增加. 另一方面,当0 < S 6 1时,随着T的增加,相应相对误差也增大.然而在可

接受范围内,对于r和ρ其影响可以不考虑. Li等[16]也说明了相关系数(标的资产和利率之间)对于期权价格冲

击比较小.
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图5∼图7描述了基于HW和ECIR模型不同相关系数ρ,标的资产S及r对于CB数值结果的影响,其结果和

前面Vasicek模型及CIR模型类似.
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图 4 基于Vasicek和CIR模型,计算CB价格和相应的相对误差(ρ = 0.5)

Fig.4 Price of convertible bond based on Vasicek and CIR model (ρ = 0.5)
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图 5 基于 HW和 ECIR模型,计算CB价格和相应的相对误差(ρ = −0.5)

Fig.5 Price of convertible bond based on HW and ECIR model (ρ = −0.5)

图8描述基于不同利率模型CB的数值结果和相应的相对误差,参数r = 0.07, ρ = 0.5及S = 0.5,因为这

类情形的相对误差比较大.若在短期上,即T < 5时,基于Vasicek模型的数值结果很好近似其它利率模型的

数值结果.而且,也观察到,引入均值函数模型,可能是没有必要的.
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图 6 基于 HW和 ECIR模型,计算CB价格和相应的相对误差(ρ = 0)

Fig.6 Price of convertible bond based on HW and ECIR model (ρ = 0)
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图 7 基于 HW和 ECIR模型,计算CB价格和相应的相对误差(ρ = 0.5)

Fig.7 Price of convertible bond based on HW and ECIR model (ρ = 0.5)

综上所述,当S > 1时,基于高斯模型和非高斯模型, CB价格没有显著的差异;而当0 < S < 1时,在短期

内(T < 5),高斯模型和非高斯模型对于CB定价没有显著的差异;当0 < S < 1时,在较长期限内(T > 5),基

于非高斯模型将高于高斯模型CB的价格.

最后, 将给出不同利率模型在时刻T的自由边界图形, 相应的相关系数ρ = 0.5. 为了简化说明, 仅给

出T = 10年的自由边界曲线,其它时间上,可以类似可得. 图9描述不同利率模型的自由边界. 从图形可知,

引入均值函数随机利率模型对于CB价格冲击较小. 当r足够小时,高斯模型和非高斯模型的自由边界有着

很大不同,而当r增大时,其差异变小.
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Fig.8 Estimation for residual errors Fig.9 Free boundary

5 结结结束束束语语语

本文考虑随机利率模型CB定价问题.通过计价单位转换,应用D’Yakonov方法把二维问题(不考虑时间

维度)转化为两个一维问题,并给出稳定数值算法. 数值结果表明了,当到期日不太大时,或者mS足够大时,

高斯和非高斯模型所得CB价格没有明显的差异,甚至价格对相关系数也不太敏感, 而且通过计价单位转

换高斯模型变成一维问题,从而简化了计算复杂性. 因此,在容许的误差范围内,可使用高斯模型,也回应

了Barone-Adesi等[14]和McConnel等[18]结果,在实际定价CB价格时,业界可以考虑简化的模型从而达到了简

化计算的目的. 然而,数值结果也表明了相对误差和r是同向移动,隐含着当期限足够大时,基于高斯和非高

斯模型所得价格需要进一步考虑.特别是投资者执行转换权利时(自由边界问题),需要谨慎考虑高斯和非高

斯模型所得定价(见图9). 最后,无论是短期的还是长期的期限,在利率模型中引入均值函数,所得CB价格几

乎没有显著的差异,这就揭示了可以不考虑均值函数模型,直接使用常数均值模型,这也简化了CB价格计

算的复杂性,因为均值函数模型需要解积分方程.
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