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两水平修理策略的 k/n(G)表决系统可靠性分析
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摘要:研究了具有两水平修理策略和两类修理工的表决可修系统,其中部件的工作时间和修理时间均服从负指数

分布.使用马尔可夫分析方法和马氏链吸收时间理论,讨论了系统可用度、故障频度、首次故障前的平均时间等指

标.在此基础上,分析了不同条件下系统相关指标随系统参数变化的情况. 最后,通过蒙特卡罗仿真和特殊情形的

数值结果验证了所得表达式的正确性.
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Reliability analysis of an k/n(G) system with bi-level repair strategy

Wu Wenqing1, Tang Yinghui2∗, Zhang Yuanyuan1

(1. School of Science, Southwest University of Science and Technology, Mianyang 621010, China;
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Abstract: This paper investigates a repairable system with bi-level repair strategy and two types of repairmen,
in which the working times and repair times of components follow exponential distributions. Employing the
Markov analysis method and the theory of the absorption time of a Markov chain, this paper discusses the sys-
tem availability, the rate of occurrence of failures of the system, the mean time prior to failure of the system and
some other system performance measures. Further, this paper also analyzes the influence of system parameters
on system reliability measures. Finally, Monte Carlo simulation and special cases are provided to show the
correctness of the theoretical results.
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1 引引引 言言言

k/n(G)表决系统由 n 个部件组成, 当 n 个部件中至少有 k 个部件同时正常工作时, 系统才正常运

转(1 6 k 6 n),即当故障的部件数等于 n− k + 1时系统就故障. 关于 k/n(G)表决系统的基本理论及相关

研究成果可见文献[1,2]. 在 k/n(G)表决系统中,若 k = 1 ,则系统退化成 n部件并联系统,此时系统故障当

且仅当 n个部件全部处于故障状态. 若 k = n,则系统退化成 n部件串联系统,此时系统故障当且仅当 n个

工作部件中有一个部件发生故障. 关于其特例的研究可见文献[3–5]. k/n(G)表决系统作为可靠性数学理论

收稿日期: 2016−09−14;修订日期: 2017−06−01.

基金项目: 国家自然科学基金资助项目(71571127; 71301111);西南科技大学博士研究基金资助项目(15zx7141);西南科技大

学龙山学术人才科研支持计划“研究专项”资助项目(17LZXY20).
∗通信作者



第 6期 吴文青等: 两水平修理策略的 k/n(G)表决系统可靠性分析 855

中的一类非常重要的基本模型,被广泛应用于金融系统、航空航天系统、通信系统、核安全系统等. 比如,在

核电站系统中,反应堆保护系统由 n个保护装置组成,只要有任意的 k 个及以上的保护装置符合保护触发

条件,系统便发出保护动作以保护三大核安全屏障(燃料包壳、一回路压力边界和安全壳)的完整性. 这里的

反应堆保护系统可看作是一个 k/n(G)表决系统.

一些对经典的 k/n(G)表决可修系统的研究可见文献[6–9]. 这些文献使用随机过程理论与方法讨论了

系统的可用度、系统的故障频度、系统首次故障前的平均时间等可靠性指标. Zhang等[10]研究了马尔可夫

型 k/n(F )表决可修系统,即(n− k + 1)/n(G)表决可修系统,其中部件修复如新,修理设备修复不如新. 作

者利用几何过程理论、排队论方法和向量马尔可夫过程理论给出了系统的可用度、故障部件的平均等待

修理时间、修理设备空闲的概率等相关指标以及数值结果.另外, Krishnamoorthy等[11−13]又将各种维修策

略,如D–策略, T–策略或者 N–策略引入到 k/n(G)表决系统的研究中,并给出了相关可靠性指标的表达式

和数值结果.在文献[13]中,作者考虑的 N–策略维修规则是这样的: 当系统中故障部件数累积到预先设定

的 N 值时,修理工才开始修理故障的部件,一直持续到系统中没有故障部件为止.然后,修理工转入空闲状

态直到下一次系统中累积故障部件数达到 N 值时才又开始转入修理状态. 随后, Wu等[14]研究了 N 策略,

修理工多重休假和修理设备可更换的 k/n(G)表决可修系统.利用马尔可夫过程理论和矩阵分析方法,作者

得到了一系列系统可靠性指标的表达式. 在此基础上建立了系统长时间运行下的利润函数,并数值给出了

最优解. 更多关于 k/n(G)表决系统的工作可见文献[15–19]. 最近,付永红等人[20]研究了一个具有两水平修

理策略的机器维修模型,即 1/n(G)表决系统.使用补充变量法,作者获得了稳态下系统中故障机器数的概

率分布,以及相关指标的表达式和数值结果.

受文献[13,20]的启发,本文考虑具有两水平(r, s)修理策略的 k/n(G)表决可修系统.这种修理策略的本

质在于通过对阈值的事先设定来合理有效地指派普通修理工或者熟练修理工对故障部件进行修理. 与之前

的 k/n(G)表决可修系统模型相比较,这种修理策略的特点是: 工作部件故障后并不立即对其进行任何修

理,而是等到故障部件累积到事先设定的低阈值 r时,才指派普通修理工进行修理. 如果普通修理工在修理

过程中进展不顺利,故障部件数持续增加到高阈值 s时,系统性能受到严重影响时,将立即指派熟练修理工

去接替普通修理工对故障部件进行修理,以尽快恢复系统的性能.利用马尔可夫过程理论和分析方法,讨论

了系统可用度、故障频度以及系统首次故障前的平均时间等可靠性指标,并给出了相关指标的表达式和数

值结果.

2 两两两水水水平平平修修修理理理策策策略略略的的的 k/n(G)表表表决决决可可可修修修系系系统统统

本文研究的两水平修理策略的 k/n(G)表决可修系统的模型描述如下:

1)系统由 n个同型部件组成,当至少有 k(1 6 k 6 n)个部件同时工作时,系统才正常工作.当故障部件

数等于 n− k + 1时系统就故障,在系统故障期间,剩余的 k − 1个正常部件不再发生故障.

2)系统中每个部件的工作寿命 X 服从负指数分布 F (t) = 1− e−λt, 0 < λ < ∞, t > 0. 当工作部件发

生故障时,系统将根据两水平(r, s), 0 6 r 6 s 6 n− k+1,修理策略指派相应的修理工对其进行修理. 如果

系统中故障的部件数小于 r 值时,系统暂不指派修理工修理故障部件.如果系统中故障的部件数达到 r 值

时,立即指派普通修理工对故障部件进行修理. 若普通修理工的修理工作顺利, r 个故障部件及其后的故

障部件修理完毕,则普通修理工撤出系统.若普通修理工的修理工作不顺利,系统中故障部件数持续增加

到 s值时,系统则立即指派熟练修理工对故障部件进行修理. 当系统性能好转,故障部件数小于 s时,熟练修

理工撤出系统,原先的普通修理工进入系统继续修理,直到所有的故障部件修理完毕. 如果在此期间,系统

累积的故障部件数又一次达到阈值 s时,则熟练修理工再次接替普通修理工进入系统开展修理工作.

3)普通修理工的修理时间 Y1 服从负指数分布 G1(t) = 1− e−µ1t, 0 6 µ1 < ∞, t > 0. 熟练修理工的修

理时间 Y 服从负指数分布 G(t) = 1− e−µt, 0 6 µ < ∞, t > 0.
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4)系统涉及到的随机变量彼此独立.

下面建立系统状态概率满足的稳态方程组. 令 L(t) = i, i = 0, 1, . . . , n − k + 1, 表示时刻 t 系统中

有 i个部件处于故障状态(包括正在修理的部件).设

J(t) =


0, 时刻 t系统未指派修理工修理故障部件

1, 时刻 t普通修理工正在修理故障部件

2, 时刻 t熟练修理工正在修理故障部件.

由模型描述和负指数分布的“无记忆性”可知,随机过程 {L(t), J(t)|t > 0}是连续时间拟生灭过程,其状

态空间为

Ω = {(i, 0)|i=0, 1, . . . , r−1} ∪ {(i, 1)|i=1, 2, . . . , s−1} ∪ {(i, 2)|i=s, s+ 1, . . . , n−k+1} .

为了后面讨论的方便,记 λi = (n− i)λ, i = 0, 1, . . . , n− k. 进一步,系统的状态转移图如图 1所示.
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图 1 系统状态转移图

Fig. 1 State transition diagram of the system

下面给出图 1中有序数对的简单说明,其中(i, 0)表示系统中有 i个故障部件, i = 0, 1, . . . , r − 1,系统

未指派修理工修理故障部件. (i, 1)表示系统中有 i个故障部件, i = 1, 2, ..., s− 1,普通修理工正在修理故障

部件. (i, 2)表示系统中有 i个故障部件, i = s, s+ 1, . . . , n− k + 1,熟练修理工正在修理故障部件.

定义系统的稳态概率

pi,0 = lim
t→∞

pi,0(t) = lim
t→∞

Pr{L(t) = i, J(t) = 0}, i = 0, 1, . . . , r − 1,

pi,1 = lim
t→∞

pi,1(t) = lim
t→∞

Pr{L(t) = i, J(t) = 1}, i = 1, 2, . . . , s− 1,

pi,2 = lim
t→∞

pi,2(t) = lim
t→∞

Pr{L(t) = i, J(t) = 2}, i = s, s+ 1, . . . , n− k + 1.

根据马尔可夫过程理论和系统状态转移图,系统稳态概率满足如下方程组

λ0p0,0 = µ1p1,1, (1)

λipi,0 = λi−1pi−1,0, i = 1, 2, . . . , r − 1, (2)

(λ1 + µ1) p1,1 = µ1p2,1, (3)

(λi + µ1)pi,1 = λi−1pi−1,1 + µ1pi+1,1, i = 2, 3, . . . , r − 1, (4)

(λr + µ1) pr,1 = λr−1pr−1,0 + λr−1pr−1,1 + µ1pr+1,1, (5)

(λi + µ1)pi,1 = λi−1pi−1,1 + µ1pi+1,1, i = r + 1, r + 2, . . . , s− 2, (6)

(λs−1 + µ1) ps−1,1 = λs−2ps−2,1 + µps,2, (7)

(λs + µ) ps,2 = λs−1ps−1,1 + µps+1,2, (8)

(λi + µ)pi,2 = λi−1pi−1,2 + µpi+1,2, i = s+ 1, s+ 2, . . . , n− k, (9)

µpn−k+1,2 = λn−kpn−k,2. (10)
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下面推导稳态概率 pi,0, i = 0, 1, . . . , r − 1, pi,1, i = 1, 2, . . . , s− 1, pi,2, i = s, s+ 1, . . . , n− k + 1的

表达式. 首先,由式(1)得
p1,1 =

λ0

µ1

p0,0. (11)

根据方程(2),有

pi,0 =
λi−1

λi

pi−1,0 = · · · =
i∏

υ=1

λυ−1

λυ

p0,0 =
λ0

λi

p0,0, i = 1, 2, . . . , r − 1. (12)

由方程(3),得 λ1p1,1 − µ1p2,1 = −µ1p1,1 = −λ0p0,0. 将其代入方程(4),整理后有如下递推表达式

µ1pi,1 = λi−1pi−1,1 + λ0p0,0, i = 2, 3, . . . , r. (13)

进一步,从式(13)可得

pi,1 =
λi−1

µ1

λi−2

µ1

· · · λ1

µ1

p1,1 +
λ0

µ1

p0,0

(
1 +

λi−1

µ1

+
λi−1

µ1

λi−2

µ1

+ · · ·+ λi−1

µ1

λi−2

µ1

· · · λ2

µ1

)

=
λ0

µ1

p0,0

(
1 +

λi−1

µ1

+
λi−1

µ1

λi−2

µ1

+ · · ·+ λi−1

µ1

λi−2

µ1

· · · λ2

µ1

λ1

µ1

)

=
λ0

µ1

(
1 +

i−1∑
υ=1

ρi−1,υ

)
p0,0, i = 2, 3, . . . , r, (14)

其中 ρω,υ =
λυ

µ1

λυ+1

µ1

· · · λω

µ1

.

由方程(5)得

pr+1,1 =
λr + µ1

µ1

pr,1 −
λr−1

µ1

pr−1,0 −
λr−1

µ1

pr−1,1

=
λ0

µ1

p0,0

(
λr + µ1

µ1

(
1 +

r−1∑
υ=1

ρr−1,υ

)
− λr−1

µ1

(
1 +

r−2∑
υ=1

ρr−2,υ

)
− 1

)

=
λ0

µ1

λr

µ1

(
1 +

r−1∑
υ=1

ρr−1,υ

)
p0,0. (15)

类似方程(5)的推导,由方程(6)得

pi,1 =
λi−1

µ1

λi−2

µ1

· · · λr+2

µ1

λr+1

µ1

pr+1,1

=
λi−1

µ1

λi−2

µ1

· · · λr+2

µ1

λr+1

µ1

λr

µ1

(
1 +

r−1∑
υ=1

ρr−1,υ

)
λ0

µ1

p0,0

=

(
r∑

υ=1

ρi−1,υ

)
λ0

µ1

p0,0, i = r + 2, r + 3, . . . , s− 1. (16)

将 ps−1,1和 ps−2,1代入式(7),得

ps,2 =
λs−1

µ

(
r∑

υ=1

ρs−2,υ

)
λ0

µ1

p0,0. (17)

同样地,将 ps,2和 ps−1,1代入式(8),得

ps+1,2 =
λs

µ

λs−1

µ

(
r∑

υ=1

ρs−2,υ

)
λ0

µ1

p0,0. (18)
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类似于方程(4)和方程(6)的处理,由式(9)得

pi,2 =
λi−1

µ
pi−1,2 =

λi−1

µ

λi−2

µ
pi−2,2 = · · · = λi−1

µ

λi−2

µ
· · · λs+1

µ
ps+1,2

=

(
λi−1

µ

λi−2

µ
· · · λs+1

µ

λs

µ

λs−1

µ

)( r∑
υ=1

ρs−2,υ

)
λ0

µ1

p0,0

= δi−1,s−1

(
r∑

υ=1

ρs−2,υ

)
λ0

µ1

p0,0, i = s+ 2, s+ 3, . . . , n− k + 1, (19)

其中 δω,υ =
λυ

µ

λυ+1

µ
· · · λω

µ
.

由正则性条件,所有的概率加起来为 1,即

p0,0 +
r−1∑
i=1

pi,0 + p1,1 +
r∑

i=2

pi,1 +
s−1∑

i=r+1

pi,1 +
n−k+1∑
i=s

pi,2 = 1. (20)

将上述各表达式代入式(20),解得 p0,0 = ∆,其中

∆−1 =
r−1∑
i=0

λ0

λi

+
λ0

µ1

(
r +

r∑
i=2

i−1∑
υ=1

ρi−1,υ +
s−1∑

i=r+1

r∑
υ=1

ρi−1,υ

)
+

λ0

µ1

n−k+1∑
i=s

δi−1,s−1

r∑
υ=1

ρs−2,υ.

至此,得到系统稳态概率分别为

pi,0 =
λ0

λi

∆, i = 1, 2, . . . , r − 1,

p1,1 =
λ0

µ1

∆,

pi,1 =



λ0

µ1

(
1 +

i−1∑
υ=1

ρi−1,υ

)
∆, i = 2, 3, . . . , r

(
r∑

υ=1

ρi−1,υ

)
λ0

µ1

∆, i = r + 1, r + 2, . . . , s− 1,

pi,2 = δi−1,s−1

(
r∑

υ=1

ρs−2,υ

)
λ0

µ1

∆, i = s, s+ 1, . . . , n− k + 1,

其中 ρω,υ =
λυ

µ1

λυ+1

µ1

· · · λω

µ1

, δω,υ =
λυ

µ

λυ+1

µ
· · · λω

µ
.

下面给出稳态下系统相关性能绩效指标的表达式.

系统稳态可用度 A = p0,0 +
r−1∑
i=1

pi,0 +
s−1∑
i=1

pi,1 +
n−k∑
i=s

pi,2 = 1− δn−k,s−1

(
r∑

υ=1

ρs−2,υ

)
λ0

µ1

∆.

系统稳态故障频度mf = λn−kpn−k,2 = λn−kδn−k−1,s−1

(
r∑

υ=1

ρs−2,υ

)
λ0

µ1

∆.

系统中平均故障部件数

E[L] =
r−1∑
i=1

ipi,0 +
s−1∑
i=1

ipi,1 +
n−k+1∑
i=s

ipi,2 =
r−1∑
i=1

i
λ0

λi

∆+
λ0

µ1

∆+
λ0

µ1

r∑
i=2

i

(
1 +

i−1∑
υ=1

ρi−1,υ

)
∆+

λ0

µ1

s−1∑
i=r+1

i
r∑

υ=1

ρi−1,υ∆+
λ0

µ1

n−k+1∑
i=s

iδi−1,s−1

r∑
υ=1

ρs−2,υ∆.

系统中部件的利用率 Φ = 1− E[L]/n.
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普通修理工修理故障部件的概率

Po =
s−1∑
i=1

pi,1 =
λ0

µ1

∆+
r∑

i=2

λ0

µ1

(
1 +

i−1∑
υ=1

ρi−1,υ

)
∆+

s−1∑
i=r+1

λ0

µ1

r∑
υ=1

ρi−1,υ∆.

熟练修理工修理故障部件的概率

Pe =
n−k+1∑
i=s

pi,2 =
n−k+1∑
i=s

δi−1,s−1

r∑
υ=1

ρs−2,υ

λ0

µ1

∆.

3 系系系统统统首首首次次次故故故障障障前前前的的的平平平均均均时时时间间间

定定定义义义 1[21] 概率分布 H(x)称为 (0, +∞)上具有不可约表示(α,T )的 m阶位相型分布(简称 PH分布),

当且仅当它是一个状态空间为 {1, 2, . . . ,m+1}的马氏过程的吸收时间分布,其中状态 1, 2, . . . ,m都是非

常返的,状态m+1为过程的吸收状态. 记该过程的状态转移速率矩阵为(
Tm×m T 0

m×1

01×m 01×1

)
,

过程的初始状态概率向量为 (α1×m,01×1),其中 0表示初始时刻过程处于吸收态的概率为 0. 这里,分布函

数为H(x) = 1−α exp(Tx)e, x > 0,数学期望 E[χ] = −αT−1e.

利用马氏链吸收时间理论来讨论 k/n(G)表决系统首次故障前的平均时间. 首先,对系统的 n− k+ r+

1个状态按照如下的方式进行排列,即

(0, 0) (1, 0) , (1, 1) , . . . , (r − 1, 0) , (r − 1, 1) , (r, 1) . . . , (s− 1, 1) , (s, 2) . . . , (n−k, 2) , (n−k+1, 2) .

状态(0, 0), (1, 0), (1, 1), . . . , (r − 1, 0), (r − 1, 1), (r, 1) . . . , (s− 1, 1), (s, 2), . . . , (n− k, 2)都是非常返

的,状态(n− k + 1, 2)为过程的吸收状态. 根据 PH分布的定义可得此过程的转移速率矩阵为T(n−k+r)×(n−k+r) T
0
(n−k+r)×1

01×(n−k+r) 01×1

 ,

其中 T(n−k+r)×(n−k+r) =



A0 C0

B1 A1 C1

B2 A2 C2

. . . . . . . . .

Bn−k−1 An−k−1 Cn−k−1

Bn−k An−k


,

这里A0 = −λ0, Ai

(
−λi 0

0 − (λi + µ1)

)
, i = 1, 2, . . . , r−1, Ai = − (λi + µ1) , i = r, r+1, . . . , s−1,

Ai = − (λi + µ) , i = s, s+ 1, . . . , n− k, C0 = (λ0, 0), Ci =

λi 0

0 λi

 , i = 1, 2, . . . , r − 2,

Cr−1 =

λr−1

λr−1

, Ci = λi, i = r, r + 1, . . . , n− k − 1, B1 =

(
0

µ1

)
, Bi =

(
0 0

0 µi

)
, i = 2, 3, . . . , r − 1,

Br = (0, µ1), Bi = µ1, i = r + 1, r + 2, . . . , s− 1, Bi = µ, i = s, s+ 1, . . . , n− k,

λi = (n− i)λ , i = 0, 1, 2, . . . , n− k − 1, µ = 1, 2, λ为实数.
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初始概率向量为
(
α1×(n−k+r), 01×1

)
,其中 α1×(n−k+r) = eT

n−k+r(i), i = 1, 2, . . . , n − k + r,由系统在

初始时刻的状态决定.

因此,本文讨论的 k/n(G)表决可修系统首次故障前的平均时间

MTTFF = −α1×(n−k+r)T
−1
(n−k+r)×(n−k+r)en−k+r.

4 数数数值值值例例例子子子

算例 1 本算例以某地区的手机通信网络为例来分析系统相关可靠性指标随系统参数变化的情况.

假设有 5个传输塔就能基本满足这一地区的手机通信,但管理者为了提高通信的质量和满足不同顾客的

需求,往往会多安装几个传输塔,比如 18个.于是,这一地区的通信传输系统就是 5/18(G)表决系统.在运

行过程中, 若故障的传输塔数量小于 4 个时, 由于对通信并不会造成实质性的影响, 故暂不指派技术人

员(即修理工)去修理故障传输塔. 若故障的传输塔数量达到 4个时, 此时可能会引起通信不畅,这时管理

者立即指派普通修理工对故障传输塔进行修理. 在此期间, 若故障的传输塔数量持续增加到 12个时, 通

信将受到严重干扰, 则立即指派熟练修理工对其进行修理. 传输塔的工作寿命服从参数为 λ的负指数分

布, 普通修理工和熟练修理工对故障传输塔的修理时间分布服从参数为 µ1和 µ 的负指数分布. 选取参

数 λ = 0.4, µ1 = 2.5, µ = 3.5. 利用MATLAB编写相应的数值计算程序,所得结果分别见表 1,表 2和图 2,

相关数值结果保留到小数点后 8位.

表 1 5/18(G)表决系统稳态概率分布及相关指标的数值结果

Table 1 Steady-state probabilities and performance measures of5/18(G) system

(i, j) pi,j (i, j) pi,j (i, j) pi,j

(0, 0) 0.000 060 58 (3, 1) 0.001 836 01 (9, 1) 0.115 397 38

(1, 0) 0.000 064 14 (4, 1) 0.004 580 89 (10, 1) 0.166 172 23

(1, 1) 0.000 174 47 (5, 1) 0.010 261 21 (11, 1) 0.212 700 46

(2, 0) 0.000 068 15 (6, 1) 0.021 343 33 (12, 2) 0.170 160 37

(2, 1) 0.000 649 04 (7, 1) 0.040 979 18 (13, 2) 0.116 681 39

(3, 0) 0.000 072 69 (8, 1) 0.072 123 36 (14, 2) 0.066 675 08

A 0.933 324 92 mf 0.233 362 79 E[L] 10.601 167 41

Φ 0.411 046 25 Po 0.646 217 58 Pe 0.353 516 84

表 2 不同初始条件下 5/18(G)表决系统首次故障前的平均时间

Table 2 MTTFF of 5/18(G) system under different initial conditions

(i, j) MTTFF (i, j) MTTFF (i, j) MTTFF

(0, 0) 11.132 587 01 (3, 1) 10.779 139 53 (9, 1) 8.544 591 06

(1, 0) 10.993 698 12 (4, 1) 10.523 722 63 (10, 1) 7.900 414 92

(1, 1) 11.137 421 52 (5, 1) 10.231 125 80 (11, 1) 7.084 652 31

(2, 0) 10.846 639 30 (6, 1) 9.898 146 56 (12, 2) 5.999 149 97

(2, 1) 10.992 140 09 (7, 1) 9.516 386 54 (13, 2) 3.999 459 07

(3, 0) 10.690 389 30 (8, 1) 9.072 204 70

表 1给出了系统稳态概率分布及相关可靠性指标的数值结果.表 2给出了在不同初始条件下系统首次

故障前的平均时间的数值结果.从表中可看出开始时刻系统中故障部件数越多,其 MTTFF的值就越小,这

与实际情形相吻合.

图 2 描绘了在不同的部件故障率 λ 和维修阈值 s下, A,mf , E[L]和 Pe 的数值结果. 从中可看出, 随

着 λ的增大,即工作部件越容易发生故障,系统可用度逐步减小,而故障频度、平均故障部件数和熟练修理



第 6期 吴文青等: 两水平修理策略的 k/n(G)表决系统可靠性分析 861

工繁忙概率逐渐增大.另一方面,当 λ取值给定时, s值越小,熟练修理工越早进入系统修理故障部件,则系

统可用度明显增大,而故障频度、平均故障部件数变小. 正由于较早进入系统,故熟练修理工繁忙的概率相

应地增大了.
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图 2 不同参数 λ和 s下 5/18(G)表决系统可靠性指标变化曲线

Fig. 2 System performance measures of 5/18(G) system versus (λ, s)

算例 2 令 k = 1,则 k/n(G)表决系统退化为经典的机器维修模型. 付永红等[20]获得了机器模型稳态

下故障机器数的概率分布及相关指标的递推表达式. 为了验证本文表达式的正确性,取文献[20]的相关参数

值: n = 12, λ = 0.1, µ1 = 0.5, µ = 0.7, r = 4, s = 8. 利用MATLAB编写相应的数值计算程序,得到的具体

结果见表 3. 从表中可看出,本文表达式的数值结果与文献[20]的表达式的数值结果吻合.

表 3 1/12(G)表决系统稳态概率分布及相关指标的数值结果

Table 3 Steady-state probabilities and performance measures of 1/12(G) system

(i, j) pi,j (i, j) pi,j (i, j) pi,j

(0, 0) 0.002 402 02 (3, 1) 0.042 659 86 (9, 2) 0.090 571 99

(1, 0) 0.002 620 38 (4, 1) 0.082 552 59 (10, 2) 0.038 816 57

(1, 1) 0.005 764 85 (5, 1) 0.132 084 15 (11, 2) 0.011 090 45

(2, 0) 0.002 882 42 (6, 1) 0.184 917 81 (12, 2) 0.001 584 35

(2, 1) 0.018 447 51 (7, 1) 0.221 901 37

(3, 0) 0.003 202 69 (8, 2) 0.158 500 98 MTTFF 1.095 923 91

A 0.998 415 65 mf 0.001 109 04 E[L] 6.454 408 92

Φ 0.462 132 59 Po 0.688 328 15 Pe 0.300 564 34
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算例 3 令 r = 1, µ1 = µ,则模型退化为经典的 k/n(G)表决可修系统.曹晋华等[2]利用马尔可夫分析

方法得到了此系统稳态下的可靠性指标的表达式

Aa =
n∑

i=k

1

i!

(µ
λ

)i( n∑
i=k−1

1

i!

(µ
λ

)i)−1

, ma
f =

µ

(k − 1)!

(µ
λ

)k−1
(

n∑
i=k−1

1

i!

(µ
λ

)i)
.

为了说明本文所得表达式的正确性,选取 k = 3, λ = 0.55, µ1 = µ = 2.5. 通过MATLAB编写数值计算

程序,得到具体的的数值结果见表 4. 从表中可以看出,本文表达式的数值结果与文献[2]给出的表达式的数

值结果吻合.

表 4 不同 n值下 k/n(G)表决系统稳态可靠性指标的数值结果

Table 4 System reliability measures for different values of n

n A Aa mf ma
f n A Aa mf ma

f

4 0.763 231 0.763 979 0.570 172 0.590 052 10 0.882 123 0.882 585 0.293 546 0.293 537

5 0.827 542 0.827 650 0.434 874 0.430 874 11 0.883 184 0.883 155 0.292 342 0.292 113

6 0.856 124 0.856 896 0.357 432 0.357 759 12 0.883 362 0.883 369 0.291 534 0.291 577

7 0.872 141 0.871 099 0.323 325 0.322 251 13 0.883 413 0.883 444 0.293 491 0.291 390

8 0.877 532 0.877 981 0.301 150 0.305 048 14 0.883 421 0.883 468 0.291 240 0.291 330

9 0.881 122 0.881 184 0.297 045 0.297 039 15 0.883 474 0.883 475 0.291 323 0.291 312

算例 4 本算例通过 Monte Carlo 仿真对本文解析结果的正确性进行验证. 取 k = 2, n = 3, µ1 =

2.0, µ = 3.5, r = 1,和 s = 2; λ的取值从 0.5到 1.0,利用MATLAB编写相应的程序,运行 500 000次后所

得结果见图 3和表 5. 这里,相对误差 = |理论结果−仿真结果 |/理论结果. 从表 5和图 3可知本文表达式是

可信的.
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图 3 不同参数 λ下系统可靠性指标变化曲线

Fig. 3 System reliability measures for different values of λ

5 结结结束束束语语语

本文研究了两水平修理策略的表决可修系统, 利用马尔可夫过程理论, 建立了系统稳态概率满足的

方程组,并采用求解经典生灭过程的思路获得了一系列刻画系统性能绩效指标的表达式. 在此基础上,通

过 MATLAB软件编程给出了在不同条件下系统相关可靠性指标的数值结果.最后,通过 Monte Carlo数值

仿真和对特殊情形的讨论数值验证了所得表达式的有效性. 在今后的研究中,引入修理工休假策略(多重休

假,单重休假)是一个值得考虑的问题.
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表 5 不同 λ值下系统稳态可靠性指标的数值结果

Table 5 System reliability measures for different values of λ

A mf

λ
仿真结果 理论结果 相对误差 仿真结果 理论结果 相对误差

0.50 0.880 611 0.890 909 0.011 559 0.417 239 0.381 818 0.092 771
0.55 0.865 048 0.875 599 0.012 051 0.472 239 0.435 401 0.084 608
0.60 0.849 854 0.860 285 0.012 125 0.525 229 0.489 004 0.074 081
0.65 0.834 443 0.845 049 0.012 550 0.578 339 0.542 329 0.066 399
0.70 0.819 818 0.829 959 0.012 219 0.631 805 0.595 142 0.061 604
0.75 0.805 200 0.815 068 0.012 107 0.681 293 0.647 260 0.052 580
0.80 0.790 366 0.800 416 0.012 556 0.733 099 0.698 545 0.049 466
0.85 0.776 318 0.786 032 0.012 358 0.781 504 0.748 889 0.043 551
0.90 0.763 199 0.771 938 0.011 320 0.829 541 0.798 217 0.039 242
0.95 0.749 330 0.758 151 0.011 634 0.876 895 0.846 472 0.035 941
1.00 0.736 686 0.744 681 0.010 736 0.922 121 0.893 617 0.031 897
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