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含信用等级迁移的可违约和可赎回

公司债券的结构化定价
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摘要:研究具信用等级迁移风险的可违约和可赎回的公司债券定价问题.基于Merton对含违约风险的公司债券结

构化定价的方法,构建信用等级迁移,违约和赎回边界条件,对可违约和可赎回的公司债券建立了两个定价模型.

以此导出迁移边界耦合的偏微分方程组,分别求得了两个模型的数值解和解析解.最后分析了信用等级迁移对债券

价格的影响.
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Pricing on a defaultable and callable corporate bond with credit rating
migration under the structure framework

Liang Jin, Bao Junli, Zeng Chukun
( School of Mathematical Sciences, Tongji University, Shanghai 200092, China)

Abstract: Pricing of a defaultable and callable corporate bond with consideration of credit rating migration
risks is studied. By using Merton’s structure approach to price corporate bonds with default risk and giving
conditions at rating migration and default and call boundaries, two models for pricing corporate bonds are
derived. The models can be turned into two partial differential equation systems which couple at the rating
migration boundary. An analytical solution and a numerical solution for the two models are obtained through
the variable separation method and the finite difference method respectively. Finally, the effect of credit rating
migration on pricing of corporate bonds is analyzed and the differences of the two models are compared.
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1 引引引 言言言

伴随着信用风险始作俑者的 2007年次贷危机和欧债危机的相继发生,及其引发的金融海啸和随后漫长
的全球市场低迷,金融产品信用风险评估日益受到全球投资者的重视.信用风险评估主流方法是用信用等
级优良来反映金融产品违约可能性大小,一般由信用评估机构评定. 它们针对受评对象实时的经营状况,投
资资本和行业环境等数据进行调研分析,给予受评对象关于自身信用的总体评价. 由于金融产品发行者和
投资者信息的不对称,投资者需要通过信用评级来把握投资的金融产品所含的信用风险大小;另一方面金
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融产品发行方也需要通过信用评级展现安全兑付其所发行的金融产品的能力. 考虑到信用等级对含信用风
险的金融产品定价的参考价值和影响力,将可能发生的信用等级迁移加入到信用风险资产定价之中无论在
理论上还是在实际应用上都有了更加切实的意义.

国内外的学者对含信用风险的资产评估已经做了大量的研究,主流方法是对违约这一随机事件进行建
模,建模的方式主要有约化法(reduced form approach)和结构化法(structure approach). 在约化法中,违约被视
作一个由外因决定的不可预测事件.由风险系数进行刻画,通过对风险系数的分析建模,得出金融产品违约
的概率. Jarrow等[1]和 Duffe等[2]都通过约化法来研究金融产品违约问题.结构化法则以期权定价理论为基
础,通过公司的结构变量指标如资本结构,资产价值和负债等的变动过程来刻画违约.随着公司的运营,当
公司资产价值低于预先设定的水平时,公司在到期日无法兑现金融产品,即发生违约. Merton[3]首先将结构

化法运用到公司金融产品定价上,但是模型设定违约只发生在金融产品到期日清偿债务的时候. 随后, Cox
等[4]及 Longstaff等[5]将 Merton模型拓展到了违约可在任何时刻发生. 但都没有考虑到信用变迁对金融产
品定价的影响,因此 Jarrow等[6]用 Markov链模型刻画了信用等级迁移,之后 Arvanitis等[7]和 Hurd等[8]对

模型都作了各自的推广. 然而这些模型中信用等级迁移都假定只受外因影响,而实际上公司资产状况是影
响信用等级迁移的关键因素,所以运用结构化法通过公司资产的变换过程来刻画信用等级迁移,从而反映
公司的信用风险变化,这与实际更加贴切.过去的几年中,文献[9–11]首次在金融产品结构化定价中用公司
资产的变换过程来刻画信用等级迁移风险,同时做了相应的理论证明和约化评估. 文献[12,13]解决了信用
等级迁移边界是自由边界的情形.

然而目前对含信用等级迁移的债券研究工作还只局限于公司发行的零息票债券来刻画公司负债状况,
可违约和可赎回债券[14,15]相比较而言风险性更小且更适用于实际.所以本文将推广到可违约和可赎回债
券,这将进一步认清信用等级变换风险在金融市场所产生的影响.可违约条款保证当公司资产低至一定值
时,即时清算公司债券,截止投资人损失;提前偿还条款保证当公司资产高至一定值时,及时偿还公司债券,
减少公司负债.基于此,本文中将对这一类债券的定价问题进行研究.用结构化法对这债券进行解析,设定
公司信用等级迁移边界,可违约和可赎回风险边界,给出在信用等级迁移边界光滑性条件和线性组合条件
下债券的定价模型. 用 Feynman-Kac公式[16]推导在迁移边界处耦合的抛物型偏微分方程组,并求得模型的
显式解和数值解,最后利用曲线图展现两种模型债券价格关于时间和公司资产的变化情况. 通过数值图形
对比,两组模型下债券价格一致且与其金融性质相吻合.本文提供了含信用等级迁移的可违约和可赎回债
券结构化法定价问题两种模型及其相应求解方法,并以此可解析地评估信用等级迁移风险.

2 含含含信信信用用用评评评级级级变变变换换换的的的债债债券券券定定定价价价模模模型型型

2.1 模模模型型型假假假设设设

假假假设设设 1 基本假定: 假设市场完备,不存在套利,设定无风险利率为常数 r.

假假假设设设 2 公司债券: 假设公司债务仅为一张面值为 F ,到期日为 T 的零息债券. 若在到期日,公司的资
产价值小于债券面值,则判定公司违约,即时清算公司资产,将公司资产全部交付给债权人. 不考虑额外的
清算费用及其他手续费. t时刻的公司资产价值记为 St,且满足如下运动过程{

dSt = rStdt+ (σ11{St>K} + σ21{St6K})StdWt, t ∈ [0, T ]

S0 = S, S ∈ (0,+∞),
(1)

其中 1A 是事件 A的示性函数. σi, i = 1, 2分别是公司资产在高,低信用等级下的波动率,且有 σ1 < σ2.
Wt为由完备带流概率空间 (Ω,F , {Ft}t>0, P ) 生成的标准 Brown运动.

假假假设设设 3 信用等级迁移: 假设公司(除去违约外)只有两个信用等级: 高信用等级和低信用等级. 设定信
用等级迁移边界为 K,若公司资产下降到 K 以下,判定公司由高信用等级降为低信用等级;若公司资产上
升到K 以上,判定公司由低信用等级升为高信用等级. 且公司的信用等级迁移可多次重复发生.
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记公司首次发生信用等级迁移的时刻为{
τ1,2 = inf{t > 0|S0 < K,St > K}

τ2,1 = inf{t > 0|S0 > K,St < K},
(2)

其中 τ1,2(τ2,1)对应初始为低(高)信用等级第一次转移到高(低)信用等级的时刻.

2.2 公公公司司司债债债券券券的的的现现现金金金流流流

考虑一份含信用等级迁移的可违约和可赎回的零息公司债券. 可违约条款指设定公司债券违约边界,
记为常数 D, 0 < D < K. 当公司资产下降到 D时,公司发生违约,此时清算公司债务,将公司全部资产支
付给债权人,公司债券的价值为D. 公司债券发生违约的时刻定义为

τ1,0 = inf{t > 0 |D < S0 < C, St 6 D}. (3)

可赎回条款指设定公司债券赎回边界,记为常数 C, C > K. 当公司资产上升到 C 时,公司赎回债券,
此时支付债务面值 F 的现值以及一定的补贴, 公司债券的价值为 F e−r(T−t) + α(T − t), α 为补贴因子,
t ∈ (0, T ]. 公司债券赎回的时刻定义为

τ2,2 = inf{t > 0 |D < S0 < C, St > C}. (4)

根据无套利原理, 债券价值等于债券未来期望收益的贴现. 当公司处于高信用等级时, 公司债券在未
来有三种可能收益:第一种在到期日前发生信用等级迁移而变为低信用等级的公司债券;第二种在到期日
前运营良好达到可赎回条款,提前赎回债券;第三种在到期日 T 获得收益 F . 当公司处于低信用等级等级
时,公司债券在未来也有三种可能收益:第一种在到期日前发生信用等级迁移而变为高信用等级的公司债
券;第二种在到期日前运营不佳触发可违约条款,提前清算债券;第三种在到期日 T 获得收益 min{ST , F}.
记 V (S, t), U(S, t)分别为公司在时刻 t时分别处于高,低信用等级下的债券价值.由此可推出下面耦合的现
金流表达式.

当公司在 t时刻处于高信用等级状态下,即当 St > K 时,

V (S, t) =E
[
e−r(T−t)F1{T<τ2,2∧τ2,1} + e−r(τ2,1−t)U(K, τ2,1)1{τ2,1<τ2,2∧T} +

e−r(τ2,2−t)
(
F e−r(T−τ2,2) + α(T − τ2,2)

)
1{τ2,2<τ2,1∧T}|St = S

]
. (5)

当公司在 t时刻处于低信用等级状态下,即当 St < K 时,

U(S, t) =E
[
e−r(T−t) min{ST , F}1{T<τ1,2∧τ1,0} + e−r(τ1,2−t)V (K, τ1,2)1{τ1,2≤τ1,0∧T} +

e−r(τ1,0−t)D1{τ1,0<τ1,2∧T}|St = S
]
. (6)

在信用等级迁移的边界K 上,由无套利假设可得 V (K, t) = U(K, t).

2.3 现现现金金金流流流导导导出出出的的的耦耦耦合合合偏偏偏微微微分分分方方方程程程组组组

命命命题题题 若由式(5),式(6)定义的V (S, t), U(S, t)充分光滑,则它们是下列线性偏微分方程组终边值问题
的解,即 

∂V

∂t
+

1

2
σ2
1S

2∂
2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, K < S < C, 0 < t < T

∂U

∂t
+

1

2
σ2
2S

2∂
2U

∂S2
+ rS

∂U

∂S
− rU = 0, D < S < K, 0 < t < T

V (K, t) = U(K, t), V (C, t) = e−r(T−t)F + α(T − t), U(D, t) = D, 0 < t < T

V (S, T ) = F, K < S < C

U(S, T ) = F − (F − S)+, D < S < K.

(7)

命题的证明可参照文献[17].
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方程组(7)的解存在但并不是唯一的,原因在于当 S = K 时,边界条件仅仅为 V (K, t) = U(K, t). 为求
得定解,在信用等级迁移边界上从两个角度引入新的边界条件,得到两类定价模型.

2.3.1 模型(光滑性条件模型)

利用 ∆–对冲给出一种边界条件.通过持有 ∆份额的公司资产和卖出一份公司债券来构建一份无风险

投资组合Πt,即Πt = ∆tSt − Φt,且满足 dΠt = rΠtdt,其中

Φt =

Vt, 公司处于高信用等级区域

Ut, 公司处于低信用等级区域,
(8)

∆t =


∆1t =

∂V

∂S
, 公司处于高信用等级区域

∆2t =
∂U

∂S
, 公司处于低信用等级区域.

(9)

信用等级迁移并不会使投资组合价值发生突变,即Πt在信用等级迁移边界K处连续.所以在边界处有

∆1tSt − Vt = Πt = ∆2tSt − Ut. (10)

由上式可推得
∂V

∂S
=

∂U

∂S
. (11)

把边界条件(11)添加到原方程组(7)中得到模型 I为

∂V

∂t
+

1

2
σ2
1S

2∂
2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, K < S < C, 0 < t < T

∂U

∂t
+

1

2
σ2
2S

2∂
2U

∂S2
+ rS

∂U

∂S
− rU = 0, D < S < K, 0 < t < T

V (K, t) = U(K, t),
∂V

∂S
(K, t) =

∂U

∂S
(K, t), 0 < t < T

V (C, t) = e−r(T−t)F + α(T − t), U(D, t) = D, 0 < t < T

V (S, T ) = F, K < S < C

U(S, T ) = F − (F − S)+, D < S < K.

(12)

由偏微分方程理论可知,方程组(12)的解存在且唯一[17].

2.3.2 模型 II (线性组合条件模型)

设W1(S, t),W2(S, t)为不考虑信用等级迁移,公司资产分别只在高,低信用等级状态下运动的拥有违
约条款和赎回条款的债券价值,即

Wi(S, t) =E
[
e−r(T−t) min{ST , F}1{T<τ1,0∧τ2,2} + e−r(τ2,2−t)

(
F e−r(T−τ2,2) + α(T − τ2,2)

)
×

1{τ2,2<τ1,0∧T} + e−r(τ1,0−t)D1{τ1,0<τ2,2∧T}|St = S
]
, i = 1, 2, (13)

Wi(S, t)满足方程
∂Wi

∂t
+

1

2
σ2
i S

2∂
2Wi

∂S2
+ rS

∂Wi

∂S
− rWi = 0, D < S < C, 0 < t < T

Wi(C, t) = e−r(T−t)F + α(T − t), Wi(D, t) = D, 0 < t < T

Wi(S, T ) = F − (F − S)+, D < S < C.

(14)

利用偏微分方程分离变量法,得解析解
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Wi(S, t) =(
2

ln (C/D)

w T−t

0

∞∑
n=1

(
e
−σ2

i n2π2(T−t−θ)

2(ln (C/D))2 sin

(
nπ

ln (S/D)

ln (C/D)

) w ln C
D

0
fi(ξ, θ) sin

(
nπξ

ln (C/D)

)
dξ

)
dθ +

2

ln (C/D)

∞∑
n=1

(
e
−σ2

i n2π2(T−t)

2(ln (C/D))2 sin

(
nπ

ln (S/D)

ln (C/D)

) w ln C
D

0
ϕi(ξ) sin

(
nπξ

ln (C/D)

)
dξ

)
+

pi (ln (S/D), T − t)

)
eαi(T−t)+βi lnS, (15)

其中 αi = −r − 1

2σ2
i

(r − σ2
i

2
)2, βi =

1

2
− r

σ2
i

,

ϕi(ξ) = −D−βiD − C−βiF −D−βiD

ln (C/D)
ξ + e−βi(ξ+lnD)

(
F − (F − eξ+lnD)+

)
,

pi

(
ln

S

D
, T − t

)
= e−αi(T−t)−βi lnDD +

ln (S/D)

ln (C/D)
×(

e−αi(T−t)−βi lnC
(
F e−r(T−t) + α(T − t)

)
− e−αi(T−t)−βi lnDD

)
,

fi(ξ, θ) = e−αiθ−βi lnC rF e−rθ − α

ln (C/D)
ξ + αie

−αiθ

(
C−βi

(
F e−rθ + αθ

)
−D−βiD

ln (C/D)
ξ +D−βiD

)
.

当 σ1 < σ2,有W1(S, t) > W2(S, t),即公司资产始终在高信用等级状态下运动的债券价格比在低信用
等级状态下运动的债券价格高,这与是实际相符.考虑到在信用等级迁移边界上,债券价值应同时体现高,
低信用等级区域各自的特点. 设定处于信用迁移边界上的债券价值是W1(S, t),W2(S, t))的线性组合,且其
值介于W1(S, t),W2(S, t))之间,则在信用等级迁移边界上,添加如下由已知函数确定的偏微分方程第一边
值条件

V (K, t) = U(K, t) = λW1(K, t) + (1− λ)W2(K, t), 0 < λ < 1, (16)

即 V (S, t), U(S, t)满足偏微分方程组(7)以及边值条件(16),推得模型 II

∂V

∂t
+

1

2
σ2
1S

2∂
2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, K < S < C, 0 < t < T

∂U

∂t
+

1

2
σ2
2S

2∂
2U

∂S2
+ rS

∂U

∂S
− rU = 0, D < S < K, 0 < t < T

V (K, t) = U(K, t) = λW1(K, t) + (1− λ)W2(K, t), 0 < t < T

V (C, t) = e−r(T−t)F + α(T − t), U(D, t) = D, 0 < t < T

V (S, T ) = F, K < S < C, U(S, T ) = F − (F − S)+, D < S < K.

(17)

3 模模模型型型求求求解解解与与与数数数值值值分分分析析析

3.1 模模模型型型 I的的的求求求解解解

求解偏微分方程组(12). 用隐式差分法求解数值解,先把偏微分方程变量的定义域进行网格剖分. 在各
个网格点上,将微商转换成差商,使得偏微分方程离散化为差分格式. 然后从初始值(终值)出发,通过差分格
式沿时间增加(减少)的方向,逐步求出微分方程的近似解. 选择如下合乎市场情况的参数 F = 1, K = 1.2,
σ1 = 0.2, σ2 = 0.4, r = 0.03, α = 0.01. 选取K = 1.2,即信用等级迁移边界在公司资产价值为 1.2的地方,
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这条边界划分了公司资产在边界两端所满足的不同波动率的方程. 下图显示的结果表示不同时刻下债券价
值关于公司资产的变换情况.
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图 1 债券价值在不同发行时间下关于公司资产的曲线图

Fig. 1 The change curve of bond price in relation to corporate value at different issued time

对图 1比较分析可得出如下结论:

1)三条曲线单调上升,反映公司资产越高,公司信誉越好,债券的价值也就越高.

2)公司资产越是靠近信用等级迁移边界,债券价值就波动越大;越是靠近违约边界或赎回边界,债券价
值就波动越小. 且越是靠近债券到期日,效果越是明显.

图 2显示的结果表示高,低信用等级下公司资产不变的债券价值关于债券已发行时间的变换情况.
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图 2 高,低信用等级下债券价值关于时间的曲线图

Fig. 2 The change curve of bond price in relation to issued time with high and low credit rating

对图 2比较分析可得出如下结论:

1)随着债券到期日的临近,债券价值会逐渐增加.

2)公司资产不变的情况下债券价值关于时间的变化为凸函数,说明债券发行初期,债券价值的变化平
稳,越是在债券到期日临近的时候,债券价值变化越剧烈.

3)低信用等级的债券价值总比高信用等级的债券价值小,且变化幅度也比高信用等级状态下的大.

3.2 模模模型型型 II的的的求求求解解解

对偏微分方程组(17),可利用分离变量法求得如下解析解.
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当公司在 t时刻处于高信用等级状态下,即当S > K时,

V (S, t) =

(
2

ln (C/K)

∞∑
n=1

(
e
−σ2

1n2π2(T−t)

2(ln (C/K))2 sin

(
nπ

ln (S/K)

ln (C/K)

) w ln C
K

0
ϕ1(ξ) sin

(
nπξ

ln (C/K)

)
dξ

)
+

2

ln (C/K)

w T−t

0

∞∑
n=1

(
e
−σ2

1n2π2(T−t−θ)

2(ln (C/K))2 sin

(
nπ

ln (S/K)

ln (C/K)

)
×

w ln C
K

0
f1(ξ, θ) sin

(
nπξ

ln (C/K)

)
dξ

)
dθ + p1(ln (S/K), T − t)

)
eα1(T−t)+β1 lnS, (18)

其中 W (t) = λW1(bt, t) + (1− λ)W2(bt, t), α1 = −r − 1

2σ2
1

(r − σ2
1

2
)2, β1 =

1

2
− r

σ2
1

,

ϕ1(ξ) = −C−β1F −K−β1W (T )

ln (C/K)
ξ −K−β1W (T ) + e−β1(ξ+lnK)F ,

p1(ln (S/D), T − t) =
ln (S/K)

ln (C/K)

[
(e−α1(T−t)−β1 lnCC(t)− e−α1(T−t)−β1 lnKW (t)

)
+

e−α1(T−t)−β1 lnKW (T ),

f1(ξ, θ) =
ξ

ln (C/K)

(
e−α1θ−β1 lnC(rF e−rθ − α) + e−α1θ−β1 lnK ∂W (T − θ)

∂θ

)
− e−α1θ−β1 lnK×

∂W (T − θ)

∂θ
+ α1e

−α1θ

(
C−β1C(T − θ)−K−β1W (T − θ)

ln (C/K)
ξ +K−β1W (T − θ)

)
.

当公司在 t时刻处于低信用等级状态下,即当S < K时,

U(S, t) =

(
2

ln (K/D)

∞∑
n=1

(
e
−σ2

2n2π2(T−t)

2(ln (K/D))2 sin

(
nπ

ln (S/D)

ln (K/D)

) w ln (K/D)

0
ϕ2(ξ) sin

(
nπξ

ln (K/D)

)
dξ

)
+

2

ln (K/D)

w T−t

0

∞∑
n=1

(
e
−σ2

2n2π2(T−t−θ)

2(ln (K/D))2 sin

(
nπ

ln (S/D)

ln (K/D)

)
×

w ln (K/D)

0
f2(ξ, θ) sin

(
nπξ

ln (K/D)

)
dξ

)
dθ + p2(ln (S/D), T − t)

)
eα2(T−t)+β2 lnS, (19)

其中 α2 = −r − 1

2σ2
2

(r − σ2
2

2
)2, β2 =

1

2
− r

σ2
2

,

ϕ2(ξ) = −D−β2D − K−β2W (T )−D−β2D

ln (K/D)
ξ + e−β2(ξ+lnD)[F − (F − eξ+lnD)+],

p2(ln
S

D
, T − t) = e−α2(T−t)−β2 lnDD +

ln (S/D)

ln (K/D)

(
e−α2(T−t)−β2 lnKW (t)− e−α2(T−t)−β2 lnDD

)
,

f2(ξ, θ) = −e−α2θ−β2 lnKξ

ln (K/D)

∂W (T − θ)

∂θ
+ α2e

−α2θ

(
K−β2W (T − θ)−D−β2D

ln (K/D)
ξ +D−β2D

)
.

为了对比分析两种模型,选取与模型 I相同的模型参数,代入到解析解中进行数值计算,获得模型 II的
数值图形. 图 3和图 4显示的结果表示两种模型债券价值在不同时刻下关于公司资产变换的对比情况. 图 5
和图 6显示的结果表示两种模型债券价值在不同信用等级下关于发行时间变换的对比情况.

对上述四幅图比较分析可知,两种模型得出的结果较为接近,误差较小,说明这两个模型都可以用来解
决问题.模型 I更接近实际,而模型 II有解析解,所以可以用解析解去近似实际解.

4 结结结束束束语语语

用结构化法研究了含信用等级迁移风险的可违约且可赎回的公司债券定价问题.用结构化框架刻画信
用等级迁移过程,同时考虑了可违约和可提前赎回条款,以更符合实际的公司债券情形. 通过引入信用等级
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边界导数连续条件和线性组合条件,建立了两个模型,分别给出了其数值解和解析解.两个模型各有优点,
模型I更符合实际,而模型 II有解析解.数值计算结果表明,两种模型的结果数值接近,趋势一致,且与问题
本身的金融意义相吻合.
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图 3 两种模型债券价值在 0.25T 时刻下关于公司资产的曲线图

Fig. 3 The change curves of bond price of two models in relation to

corporate bond at 0.25T
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图 4 两种模型债券价值在 0.75T 时刻下关于公司资产的曲线图

Fig. 4 The change curves of bond price of two models in relation to

corporate bond at 0.75T
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图 5 两种模型债券价值在高信用等级下关于发行时间的曲线图

Fig. 5 The change curves of bond price of two models in relation to

issued time at a high credit rating
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图 6 两种模型债券价值在低信用等级下关于发行时间的曲线图

Fig. 6 The change curves of bond price of two models in relation to

corporate issued time at a low credit rating
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