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摘要:在具有联盟结构的合作对策框架下,从势函数的角度研究了企业联盟的收益分配策略.在定义了局中人的边

际贡献的基础上提出了关于优先联盟的势函数的概念,研究了势函数的相关性质,并给出基于势函数的收益分配方

案,证明了该势函数满足有效性且由其子对策的势函数唯一确定. 研究了势函数与 Owen值之间的关系,证明了势

函数的边际贡献与 Owen值相等. 最后,将势函数应用到企业联盟收益分配算例中,验证了结论的有效性.
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Profit allocation in enterprises coalition based on potential function
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Abstract: In the framework of games with coalition structure, this paper studies profit allocation based on
a potential function. First, this paper defines the marginal contribution of players and proposes a potential
function of priori unions. The propositions of the potential function are studied, whereupon a profit allocation
method is put forward. The results show that the potential function satisfies the efficiency requirement and is
uniquely determined by its subgames. Second, the relationship between potential function and the Owen value
is studied. The results show that the marginal contribution of the potential function is equal to Owen value.
Finally, an illustrative example proves the feasibility of the profit allocation by applying the potential function
to games with coalition structures
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1 引引引 言言言

在激烈的市场竞争中,企业往往采取与其他企业结盟的策略来增强自身的竞争优势,有效规避各类风

险,不断开发新的资源,从而占有更多的市场份额. 例如:腾讯公司和京东商城达成战略联盟,通过股权投资

和深度业务合作共同发展中国实物电商业务;通用汽车与 Lyft结成战略联盟,共同开发自动驾驶汽车.联盟

的形成遍及经济领域的各个行业,表现形式也多种多样,如以合作研发的方式进行技术创新的研发联盟[1],

以特许经营合作广告进行产品销售的销售联盟[2]等. 合作联盟由于各自的资源优势和业务能力的不同,可
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以让彼此进入新的业务领域,为企业带来更多的利润. 成功的合作或结盟必须以灵活和公平的机制设计为

基础,以何种方式结盟及结盟后如何分配收益是企业结盟需要解决的问题.在实际问题中,企业结盟问题可

以抽象成合作对策模型,结盟后的收益分配问题可以纳入到合作对策的理论框架中. 以虚拟企业为例,虚拟

企业的成员可以看作合作对策中的局中人,总收益相当于合作对策的支付函数,虚拟企业存在准超额利润

等价于合作对策是超可加的,虚拟企业的分配实质上是将合作成员企业共同创造和实现的收益按照一定的

规则进行分配和分割的过程,也就是按照一定的原则寻找合作对策解的过程. 由于企业合作结盟在实现“单

赢”的同时可以实现“共赢”,这种兼顾集体理性与个体理性的思想正好与合作对策的理论基础相吻合,因此

可以利用合作对策的解概念解决企业间的收益分配问题.

在经典的合作对策中,给定一个联盟意味着每个企业之间都会有直接的联系,但在现实复杂对策过程

中,受多种复杂因素的影响,局中人之间既有合作的需求,同时也存在利益分割等内部矛盾,联盟的形成会

受到诸多条件的限制.譬如,企业参与合作联盟时,与某些企业先结盟,然后再和其他企业或者联盟结盟,企

业的这种结盟方式可以用联盟结构表示. 联盟结构指参与对策的全体局中人的一个划分,其中的元素称为

优先联盟.具有联盟结构的合作对策问题是一类较复杂的研究方向.

合作联盟收益的分配方式称为合作对策的解或者支付向量, 对于经典的合作对策, 目前研究较多的

解概念是 Shapley值[3,4]. Owen值是具有联盟结构的合作对策的解概念之一,它是 Shapley值的一种扩展

形式,由 Owen于 1977年提出[5]. 基于 Owen值的分配方式基于两个阶段,首先,利用 Shapley值将大联盟

的收益在各优先联盟之间进行分配, 此时将每个优先联盟看成是单个局中人;其次, 每个优先联盟再次利

用 Shapley值将第一阶段获得的收益在其内部各局中人之间进行分配. 目前对于 Owen 值的研究主要集

中于三个方面,一是根据具体的应用环境,提出新的公理化 Owen值的方法[6−11]. 如: Hamiache[7]提出一种

较为复杂的公理化 Owen值的方法,涉及到有效性、可加性、不相关参与人独立性、严格正数性、对称性以

及相关一致性. Khmelnitskaya等[8]基于 Young的思想,利用边际贡献性代替可加性和零元性对 Owen值进

行刻画. 二是将 Owen 值进行改进[12−19], 以适应新的应用环境. 如: 对于优先联盟不交的联盟结构形式,

Albizuri[12]对 Owen值进行了改进. 对于具有模糊联盟的联盟结构形式, Meng等[14]研究了模糊 Owen值,并

对改值进行了刻画. 对于优先联盟内部成员合作受限制的联盟结构形式, van den Brink等[18]提出了 Owen

型值，并对其进行刻画. 三是 Owen值的应用研究[20−23]. 如: Costa[22] 将 Owen值用于欧洲铁路系统重组的

成本分摊问题.胡军锋[23]将 Owen值用于风电接入导致的辅助服务成本分摊问题中.

在经济学界,新古典经济学的边际分析认为,企业只有在边际成本等于边际收益处才能获得最大化利

润,因而每个生产要素必然会根据它的边际产品获得报酬,工资也就等于其边际贡献,因此,局中人的边际

贡献在制定合作联盟收益分配方案时起着很重要的作用. 一般来说,局中人的边际贡献之和应该等于大联

盟的总收益,即分配方案满足有效性,但是对于 Owen值而言,每位局中人的边际贡献不满足有效性,对于经

典的合作对策, Hart等[24]利用势函数的概念解决了这一问题,证明 Shapley值可用势函数的边际贡献来表

示,本节主要借鉴 Hart等[24]的思想,从边际贡献的概念出发,用势函数对 Owen值进行刻画,为 Owen值的

计算提供了一种新的方法. 首先,给出具有联盟结构的合作对策的势函数(文中简称为势函数)的定义及相关

性质,其次,研究了该势函数与 Owen值之间的关系,并用算例分析的方法,阐述了势函数在联盟企业收益分

配方案中的应用.

2 基基基于于于势势势函函函数数数的的的收收收益益益分分分配配配方方方案案案

合作对策的构成因素包括局中人联盟和特征函数,用二元组(N, v)表示,其中 N = {1, 2, · · · , n}局中人
集合, N 的全部子集所组成的集合记为 2N ,其中的任一元素都表示一个联盟. v : 2N → R是定义在 N 的

所有子集上的特征函数,满足 v(∅) = 0. 任意 S ∈ 2N , v(S)表示联盟 S 在一定协议下经过合作得到的收益.
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合作对策的全体记为 GN .

N 的划分B = {B1, B2, · · · , Bm}称为关于 N 的联盟结构, Bi 称为优先联盟, M = {1, 2, · · · ,m}表示
优先联盟的下标集合,该集合中元素的个数是指联盟结构中的优先联盟的个数. 三元组(N, v,B)称为具有

联盟结构的合作对策. N 上所有具有联盟结构的合作对策的全体记为 CGN . 在具有联盟结构的合作对策
中, Owen值的分配方式基于两个阶段,具体的步骤如下:

步骤 1 利用 Shapley值在各优先联盟之间进行分配.

设(M, vB)是由(N, v,B)诱导出来的对策. 优先联盟 Bt 所获得的利润分配可以看成 M 上的 Shap-
ley值,即 ShBt

(vB);

步骤 2 用 Shapley值在优先联盟内部进行分配.

在优先联盟内的收益分配涉及到确定各个联盟(各个联盟指同一优先联盟内部各局中人构成的联盟)的
收益函数问题.由于各个联盟具有与外部优先联盟进行合作的可能性,所以每个联盟在新对策中的收益取
决于这个联盟与其他优先联盟的议价能力. 因此在这一阶段主要是考虑如何分配 ShBt

(vB).

假设 S ⊆ Bt, S ̸= ∅,令B(S) = {B1, B2, · · · , Bt−1, S,Bt+1, · · · , Bm}, B(S)上的对策定义为

vB(S)(C) = v(
∪
C∈C

C), ∀C ⊆ B(S).

对任意的 S ⊆ Bt, Bt 上的对策 vt 定义为 vt(S) = ShS(vB(S)), 其中 ShS(vB(S))表示对于对策 vB(S),
“局中人”[S]在M 上的 Shapley值.

任意(N, v,B) ∈ CGN ,局中人 i的 Owen值定义如下

Owi(N, v,B) = Shi(vt). (1)

将式(1)进行整理,可得 Owen值的具体形式[1]

Owi(N, v,B) =
∑
K⊆M
t ̸∈K

∑
i∈S⊆Bt

σ(|K|; |M |)δ(|S|; |Bt|)
(
v(
∪
j∈K

Bk ∪ S)− v(
∪
j∈K

Bk ∪ (S\{i})
)
,

其中 σ(|K|; |M |) = |K|!(|M | − |K| − 1)!

|M |!
, δ(|S|; |Bt|) =

(|S| − 1)!(|Bt| − |S|)!
|Bt|!

, | · |表示集合的势.

在经典合作对策中,局中人的边际贡献定义如下[12].

定定定义义义 1 函数 P : GN → R,且 P (∅, v) = 0,第 i个局中人在(N, v) ∈ GN 上的边际贡献定义为

DiP (N, v) = P (N, v)− P (N\{i}, v).

2.1 势势势函函函数数数概概概念念念及及及分分分配配配方方方案案案

给定一个对策(N, v,B) ∈ CGN 和一个联盟 S ⊆ N , (S, v,B|S)称为子对策,它是通过把 v局限于 S 的

所有子集即 2S 上而得到的.

给定函数 P{Bt} : CGN → R,对于每个合作对策(N, v,B),都可以用一个实数 P{Bt}(N, v,B)与其对应.
在具有联盟结构的合作对策中,每个局中人的边际贡献与其所在的优先联盟有关,因此将该局中人的边际
贡献定义如下.

定定定义义义 2 任意 t ∈ M , 函数 P{Bt} : CGN → R, 且 P{Bt}(N, v,B) = 0, Bt 内的局中人 i 在对

策 (N, v,B) ∈ CGN 上的边际贡献定义为

DiP{Bt}(N, v,B) = P{Bt}(N, v,B)− P{Bq}(N\{i}, v,B|{i}), q ̸= t,

其中(N\{i}, v,B|{i})是(N, v,B)局限于N\{i}上的子对策.

定定定义义义 3 任意(N, v,B) ∈ CGN , (M,vB) ∈ GM , t ∈ M . 如果函数 P{Bt} : CGN → R满足

P{Bt}(∅, v,B) = 0,
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i∈Bt

DiP{Bt}(N, v,B) = D[Bt]P (M, vB), ∀t ∈ M, (2)

则称 P 为 CGN 上关于优先联盟 Bt 的势函数,其中[Bt]表示将 Bt ∈ B看成单个局中人, D[Bt]P (M,vB)表

示局中人[Bt]在对策(M, vB)上的边际贡献.

式(2)说明每个优先联盟内部的局中人的边际贡献之和等于该优先联盟在对策(M,vB) ∈ GN 中的边际

贡献. 又因为D[Bt]P (M, vB) = Sh[Bt](vB),所以每个优先联盟内的局中人的边际贡献之和等于该优先联盟
在第一步分配中所获得的收益.

性性性质质质 1 任意(N, v,B) ∈ CGN , t ∈ M ,有
∑
i∈N

DiP{Bt}(N, v,B) = v(N).

证明 因为任意(M, vB) ∈ GM ,有
∑
t∈M

D[Bt]P (M, vB) = vB(M),因此由式(2)及 Owen值的两阶段分

配方法可知 ∑
t∈M

∑
i∈Bt

PBt
(N, v,B) =

∑
t∈M

D[Bt]P (M, vB) = vB(M) = v

( ∪
k∈M

Bk

)
= v(N),

即
∑
i∈N

DiP{Bt}(N, v,B) = v(N). 证毕.

由性质 1可知,势函数就是指每个企业的边际贡献分配之和等于合作大联盟N的收益值,这一性质称为
有效性,即{DiP{Bt}(N, v,B)}i∈N 是对策(N, v,B) ∈ CGN 的一个有效支付方案,即{DiP{Bt}(N, v,B)}i∈N

是合作联盟的收益分配方案.

性性性质质质 2 任意(N, v,B) ∈ CGN , t ∈ M ,关于优先联盟 Bt的势函数可以表示为

P{Bt}(N, v,B) =
1

|Bt|

(
D[Bt]P (M, vB) +

∑
i∈Bt

P{Bq}(N\{i}, v,B|{i})
)
, q ̸= t. (3)

证明 如果 P{Bt}是关于优先联盟 Bt的势函数,那么当|Bt| = 1时,有

P{i}(N, v,B) = D[{i}]P (M,vB),

当|Bt| = 2时,有

P{i,j}(N, v,B) =
1

2

(
D[{i,j}]P (M, vB) + P{Bq}(N\{i}, v,B|{j}) + P{Bq}(N\{i}, v,B|{j})

)
.

一般而言,当|Bt| > 3时,按照上述方法循环下去即可得

P{Bt}(N, v,B) =
1

|Bt|

(
D[Bt]P (M, vB) +

∑
i∈Bt

P{Bq}(N\{i}, v,B|{i})
)
, q ̸= t. 证毕.

式(3)说明对策关于优先联盟的势函数可以由其子对策的势函数唯一确定. 根据前面的分析,利用势函
数进行收益分配的步骤如下:

步骤 1 计算各个子对策关于优先联盟的势函数;

步骤 2 计算大联盟关于优先联盟的势函数;

步骤 3 计算势函数的边际贡献,即可得到收益分配方案.

2.2 势势势函函函数数数与与与 Owen值值值的的的关关关系系系

Owen值是具有联盟结构的合作对策的主要解概念之一,下面将给出 Owen值与势函数之间的关系,用
势函数对 Owen值进行刻画.

定定定理理理 1 任意(N, v,B) ∈ CGN , 存在唯一的关于优先联盟 Bt 的势函数 P{Bt} : CGN → R+, 且对
于 Owen值 Ow有

DiP{Bt}(N, v,B) = Owi(N, v,B). (4)
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证明 由式(3)可知存在唯一的关于优先联盟Bt的势函数.下面证明DiP{Bt}(N, v,B) = Owi(N, v,B).

∀ (N, v,B) ∈ CGN ,令

Q(N, v,B) =
∑
K⊆M
t ̸∈K

∑
T⊆Bt

σ(|K|; |M |)δ(|T | − 1; |Bt|)v
(∪

k∈K

Bk ∪ T

)
,

则 Q(∅, v,B) = 0.

根据边际贡献和 Owen值的定义

DiQ(N, v,B) =Q(N, v,B)−Q(N\{i}, v,B|(N\{i}))

=
∑
K⊆M
t ̸∈K

∑
T⊆Bt

σ(|K|; |M |)δ(|T | − 1; |Bt|)v
( ∪

k∈K

Bk ∪ T

)
−

∑
K⊆M
t ̸∈K

∑
T⊆Bt\{i}

σ(|K|; |M |)δ(|T | − 1; |Bt| − 1)v

( ∪
k∈K

Bk ∪ T

)

=
∑
K⊆M
t ̸∈K

σ(|K|; |M |)
( ∑

T⊆Bt

δ(|T | − 1; |Bt|)v
(∪

k∈K

Bk ∪ T

)
−

∑
T⊆Bt\{i}

δ(|T | − 1; |Bt| − 1)v

( ∪
k∈K

Bk ∪ T

))

=
∑
K⊆M
t ̸∈K

σ(|K|; |M |)
( ∑

T⊆Bt\{i}

δ(|T |; |Bt|)v
( ∪

k∈K

Bk ∪ T ∪ {i}
)
+

∑
T⊆Bt\{i}

δ(|T | − 1; |Bt|)v
( ∪

k∈K

Bk ∪ T

)
−

∑
T⊆Bt\{i}

δ(|T | − 1; |Bt| − 1)v

( ∪
k∈K

Bk ∪ T

))

=
∑
K⊆M
t ̸∈K

σ(|K|; |M |)
∑
T⊆Bt
i̸∈T

δ(|T |; |Bt|)
(
v

( ∪
k∈K

Bk ∪ T ∪ {i}
)
− v

( ∪
k∈K

Bk ∪ T

))
=Owi(N, v,B).

因为
∑
i∈Bt

DiQ(N, v,B) =
∑
i∈Bt

Owi(N, v,B) = Sh[Bt](vB) = D[Bt]P (M, vB),所以 Q是关于 Bt 的势

函数. 又因为势函数是唯一的,所以 Q = P{Bt},因此

DiP{Bt}(N, v,B) = Owi(N, v,B). 证毕.

引引引理理理 1 任意(N, v,B) ∈ CGN , (Bt, vt) ∈ GN ,有DiP{Bt}(N, v,B) = DiP (Bt, vt).

证明1 由定理 1及式(1)可知

DiP{Bt}(N, v,B) = Owi(N, v,B) = Shi(vt) = DiP (Bt, vt). 证毕.

3 企企企业业业联联联盟盟盟收收收益益益分分分配配配策策策略略略算算算例例例

设供应链系统中有企业 1,企业 2和企业 3三家企业(分别记为 A1,A2,A3)合作开发一种新型产品,假

1由定理 1的证明过程可知,一个对策的势函数也可根据联盟的收益值来表示. 同时,定理 1给出了对策的势函数与 Owen值的对应关系,
由式(4)可知,势函数的边际贡献与 Owen值相等,因此具有联盟结构的合作对策的收益分配问题可以通过势函数的边际贡献解决,它也为计
算 Owen值提供了另一种方法.
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设 A1,A2和 A3各自开发时收益分别为 100万元, 60万元和 70万元. 如果联合开发,由于资源互补、开发成

本减少,利润也会有所增大,因此三家企业决定联合开发新产品,不同联盟组合下各种产品的产量和单位利

润如表 1所示.

表 1 产品的产量、单位利润及联盟的利润
Table 1 Quantity and unit profit of product, profit of coalition

联盟 产量/ t 单位利润/万元 利润/万元

{A1} 8 12.5 100
{A2} 10 6 60
{A3} 7 10 70

{A1,A2} 12.5 16 200
{A1,A3} 12.5 16 200
{A2,A3} 15 20 300

{A1,A2,A3} 20 30 600

如果三家企业之间有直接的合作关系,就构成了合作对策(N, v),其中 N = {A1,A2,A3}, v({A1}) =
100, v({A2}) = 60, v({A3}) = 70, v({A1,A2}) = v({A1,A3,A2}) = 200, v({A2,A3}) = 300, v({A1,A2,

A3}) = 600.

企业 2为了提高自身的核心竞争力,充分发挥自身核心竞争力和增强企业对环境的迅速应变能力,以生

产外包方式把一些非核心业务委托给企业 3,然后再和企业 1合作组装新产品. 此时三家企业的合作模式发

生了变化,如图 1所示. 在新的合作模式下如何分配大联盟所得的收益呢？

图 1 合作模式的变化

Fig.1 Changes of the cooperation mode

在新的合作模式下,三家企业的合作可以用具有联盟结构的合作对策表示. 为方便起见,企业 1所在的

优先联盟用 a = {A1}表示,企业 2和企业 3优先组成联盟用 b = {A2,A3}表示,则M = {a, b},下面将利

用势函数求解收益分配策略.

由于任意 t ∈ M , P{Bt}(∅, v,B) = 0,根据式(3)可得

P{B1}({A1}, v,B|{A1}) = D[B1]P ({a}, vB|{A1}) = vB|{A1}({a}) = v({A1}) = 100,

P{B2}({A2}, v,B|{A2}) = D[B2]P ({b}, vB|{A2}) = vB|{A2}({b}) = v({A2}) = 60,

P{B2}({A3}, v,B|{A3}) = D[B2]P ({b}, vB|{A3}) = vB|{A3}({b}) = v({A3}) = 70,

P{B1}({A1,A2}, v,B|{A1,A2}) = D[B1]P (M, vB|{A3}) + P{B2}({A2}, v,B|{A2}) = 120 + 60 = 180.

同理可以得到

P{B2}({A1,A2}, v,B|{A1,A2}) = 180,

P{B1}({A1,A3}, v,B|{A1,A3}) = P{B2}({A1,A3}, v,B|{A1,A3}) = 185,
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P{B2}({A2,A3}, v,B|{A2,A3}) = 215.

由于M = {a, b},所以对于 a ∈ M ,

P{B1}(N, v,B) = D[B1]P (M,vB) + P{B2}({A2,A3}, v,B|{A2,A3}) = 200 + 215 = 415,

对于 b ∈ M ,

P{B2}(N, v,B) =
1

2

(
D[B2]P (M, vB) + P{B1}({A1,A2}, v,B|{A1,A2}) +

P{B1}({A1,A3}, v,B|{A1,A3})
)
= 382.5.

由定理 1可知,企业 1的收益为

Ow1(N, v,B) = D1P{B1}(N, v,B) = P{B1}(N, v,B)− P{B2}({A2,A3}, v,B|{A2,A3}) = 200,

同理可得企业 2和企业 3的收益分别为 Ow2(N, v,B) = 197.5和 Ow3(N, v,B) = 202.5.

综上所述,可以得到三家企业的收益分配策略:当预期的利润为 600万元时,三家企业得到的报酬分别

是 200万元, 197.5万元和 202.5万元.

4 结结结束束束语语语

本文针对部分企业优先合作,然后与其它企业或者联盟再合作的结盟形式,从势函数的角度研究了具

有联盟结构的合作对策的收益分配策略. Owen值也是一种收益分配策略,但是根据 Owen值进行收益分配

或成本分摊时,局中人的边际贡献不满足有效性,而势函数正好解决了此问题,从新的角度对 Owen值进行

了刻画,为计算 Owen值提供了新的方法. 本文只是从势函数角度对 Owen值做了诠释,利用其他的方法刻

画 Owen值或者从新的角度研究收益分配方案是今后研究的重点.
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