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摘要:为研究多个时间序列条件分位数之间的关联关系,将向量自回归分布滞后模型扩展到分位数体系下,提出了

分位数向量自回归分布滞后模型: QVARDL(p, q),给出其数学表示、参数估计、滞后阶数选择、脉冲响应分析等一

整套建模方法. 选取世界范围内主要国家(地区)资本市场作为研究对象,将建立的模型与方法应用于解释美国次

贷危机的影响,结果表明: 美国次贷危机在世界范围内产生了深远影响,但对不同国家(地区)的资本市场在影响程

度、影响方式、响应时期等方面有着不同的表现. 这一发现,有助于理解美国次贷危机的传播规律.
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Abstract: In practice, it is important to explore the correlations among conditional quantiles of multiple time
series. To this end, this paper presents a quantile vector autoregressive distributed lag (QVARDL) model.
The QVARDL model is an extension of vector autoregressive distributed lag model under the framework of
quantile. Related methods are further studied for modelling the QVARDL(p, q). Such methods mainly contain
mathematical expression, parameter estimation, lag order selection, impulse response analysis, etc. Empirical
studies show that the QVARDL model is able to investigate the impacts of the U.S. subprime mortgage crisis
throughout the world. The U.S. subprime mortgage crisis has had a profound impact on the capital markets of
different countries (regions), but it shows various performances in terms of the depth, the mode, and response
period. The empirical findings help to understand the propagation law of the U.S. subprime mortgage crisis.
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1 引引引 言言言

时间序列分析是一种动态数据分析与处理方法,为揭示决策变量的动态行为特征及其相互之间动态影

响关系提供了基本工具,在实践中获得了广泛应用、取得了很好的应用价值,成为一个重要的研究领域.时

间序列可以视为随机过程的一次样本实现,其分析方法大体经历了从确定到随机、从一元到多元、从线性到

非线性等发展历程. 随着差异化统计需求的发展,时间序列平均取值信息难以满足决策需求,如: VaR风险管

理侧重于尾部风险特征的描述,人们越来越倾向于研究时间序列完整分布特征的变动规律.为此,在分位数

回归框架下进行多元时间序列分析,能够揭示在不同分位点处变量之间的异质影响关系,从而提供更多有

用信息,便于科学决策,本文对此开展研究.

为研究多个时间序列之间的关系, Sims[1]提出了向量自回归(vector autoregressive model, VAR)模型.

VAR模型采用多方程联立的形式,通过每一个内生变量对模型全部内生变量的滞后值进行回归,从而估计

全部内生变量的动态关系,避免了变量内生性与外生性的划分以及模型识别等复杂问题. VAR模型建模过

程非常简单,只需进行两个关键性的选择: (1)变量选择,在系统边界范围内,选择关联关系紧密的变量建立

模型系统; (2)滞后阶数选择,在可能整数取值范围内,选择能够揭示变量间真实关系的最优滞后阶数. 在多

元时间序列分析中, VAR模型占据非常重要的地位,一方面它能够同时捕捉多个时间序列之间的线性依赖

关系,准确地预测时间序列的动态变化规律;另一方面它可以为许多其他时间序列分析方法提供基础,如:

基于VAR模型的脉冲响应分析、Granger因果分析、协整分析等. 因此, VAR模型在实践中获得了广泛的应用,

如:刘向丽等[2]通过高频数据,使用VAR模型研究了中国期货市场收益率与交易量之间日内变动模式;王曦

等[3]使用VAR模型与脉冲响应分析,比较了各种货币政策工具、目标和作用效果,识别反通货膨胀的货币政

策有效性;李湘梅等[4]使用VAR模型与脉冲响应分析、方差分解等,研究中国能源消费碳排放影响因素.

然而,以上研究工作都是在均值意义下开展的,只能描述响应变量条件均值的变动规律.按照统计学观

点,均值只是随机变量分布的局部特征,当响应变量服从非对称分布或者散布较大时,均值很难具有代表性.

完整地描述随机变量变动规律需要依赖于分布函数. 为此, Koenker等[5]提出了分位数回归,主要目的在于

细致地刻画解释变量对响应变量整个条件分布的影响.王新宇等[6]考虑金融资产收益与正负收益对分位数

冲击的非对称性,建立含有非对称绝对值和斜率设定的AAVS-CAViaR模型,采用混合最优化方法估计模型

的参数并进行显著性检验. 许启发等[7]提出了分位数局部调整模型,实证结果表明,在不同分位点处,调整

速度与调整方式都呈现出非对称性. 运用分位数回归方法,史金凤等[8]对金融市场稳定进行了检验,王新宇

等[9]描述了在不同分位点处IPO收益率与交易量之间的异质性关系. Xu等[10]更进一步使用非线性分位数回

归方法,研究了美国非线性Phillips曲线,并给出产出缺口变化对通货膨胀条件概率密度的影响.许启发等[11]

使用神经网络分位数回归模拟金融系统的非线性结构,同时结合极值理论弥补非线性分位数回归对极端尾

部数据信息处理能力的不足,并将其应用于极端VaR风险测度.这些研究工作一致表明,分位数回归能够弥

补均值回归的不足,可以更加细致地描述经济规律在不同分位点处的异质效应,从而提供更多有用信息,便

于科学决策.

在时间序列分析领域,均值回归框架下的诸多经典模型与方法,纷纷扩展到分位数回归框架下. Koenker

等[12]将自回归模型扩展到分位数回归框架下,提出了分位数自回归(QAR)模型,其自回归系数具有分位点

依赖性, 随着分位点变化而变化. 陈磊等[13]使用分位数自回归(QAR) 模型, 对石油期货收益率的分布特

征与石油市场的风险特征进行了定量研究, 发现前期油价涨跌对石油期货收益存在明显的非对称影响.

Engle等[14]在QAR框架下提出了CAViaR模型,用于描述风险价值(VaR)的变动规律. Xu等[15]研究了QAR模

型对金融危机的预测能力,发现CAViaR模型的预测能力优于QAR模型. Gourieroux等[16]研究了动态加性分

位数模型,该模型一方面具有很好的自回归性质,体现分位数的动态效应;另一方面具有很好的包容性,概
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括了几类经典的线性与非线性分位数自回归模型. 叶五一等[17]使用动态分位数回归方法,通过回归系数函

数变化趋势对金融风险传染问题进行检验和预测. 更进一步, Galvao等[18]在QAR模型中引入外生变量,提

出了分位数自回归分布滞后(QARDL)模型. White等[19]将QAR模型扩展到多元情形的向量分析框架下,提

出分位数向量自回归(QVAR)模型,可用于讨论不同随机变量尾部之间的关联程度.

本文在QVAR模型基础上, 引入外生解释变量及其滞后项, 建立高阶分位数向量自回归分布滞

后(QVARDL)模型, 该模型不仅能够考虑内生解释变量之间的相互影响, 而且可以讨论外生解释变量所

带来的在不同分位点处的异质影响, 从而将White等[19]的QVAR模型向前推进一步. 本文主要开展了四个

方面新的研究工作: 第一, 给出了高阶QVARDL(p, q)模型的数学表示及参数估计方法; 第二, 建立了用于

最优滞后阶数p与q选择的信息准则; 第三, 推导了基于QVARDL(p, q) 模型的分位数脉冲响应过程; 第四,

将QVARDL(p, q)模型及分位数脉冲响应分析应用于解释美国次贷危机的影响.研究结果显示: 本文的模型

与方法能够同时刻画多个时间序列在多个分位点处条件分位数之间的关联关系,可以更加深入地揭示美国

次贷危机带来的影响,实证结果表明: 美国次贷危机在世界范围内产生了深远影响,但对不同国家(地区)的

资本市场在影响程度、影响方式、响应时期等方面有着不同的表现.

2 QVARDL模模模型型型

2.1 模模模型型型表表表示示示

考虑一个由Y1t, Y2t, . . . , Ynt组成的n × 1维向量时间序列{Yt}Tt=1,记Ωt为由{Yt}Tt=1 生成的直到t时刻

的信息集. 在给定Ωt−1时, Yit的条件分位数可以定义为

Qit(τ) ≡ QYit
(τ |Ωt−1) = inf{y|Fit(y|Ωt−1) > τ}, (1)

其中 τ(0 < τ < 1)称为分位点; Fit(y|Ωt−1) = Pr(Yit 6 y|Ωt−1) 为随机序列{Yit} 的条件分布函数;

inf{x}表示变量x的下确界.

Koenker等[5]提出了分位数回归方法,用以估计条件分位数. 在时间序列分析中,自回归是最为常用的一

个建模方法,它能够很好地描述时间序列的动态性. Koenker等[12] 将自回归模型扩展到分位数领域,让自回

归系数随着分位点的变化而变化,提出了分位数自回归(QAR)模型. 在QAR模型中,响应变量为时间序列的

条件分位数,解释变量为时间序列的滞后项.更进一步, Engle等[14]在QAR框架下不仅使用时间序列的滞后

项,也使用了条件分位数滞后项,提出了CAViaR模型,取得了更好的实证效果.

受Engle等[14]建模理念的启示, 本文将分位数自回归模型扩展到多元情形, 建立分位数向量自回

归分布滞后(QVARDL)模型, 同时估计多个时间序列在多个分位点处的条件分位数及其相互之间动态

关联关系. 不妨考虑由n个时间序列条件分位数组成的n × 1 维向量条件分位数QYt
(τ) ≡ Qt(τ) =

(Q1t(τ), Q2t(τ), . . . , Qnt(τ))
T,可以建立模型

Qt(τ) =

p∑
i=1

A(i)(τ)Xt−i +

q∑
j=1

B(j)(τ)Qt−j(τ), (2)

其中X既可以表示由外生变量组成的向量,也可以特指模型内生变量组成的向量X ≡ Y ; p, q分别为滞后

阶数; A(i)(τ)与B(j)(τ)为影响系数矩阵,依赖于分位点τ的取值,分别定义为

A(i)(τ) =


A

(i)
11 (τ)A

(i)
12 (τ) · · ·A

(i)
1n(τ)

A
(i)
21 (τ)A

(i)
22 (τ) · · ·A

(i)
2n(τ)

...
...

. . .
...

A
(i)
n1(τ)A

(i)
n2(τ) · · ·A(i)

nn(τ)

 ,B(j)(τ) =


B

(j)
11 (τ)B

(j)
12 (τ) · · ·B

(j)
1n (τ)

B
(j)
21 (τ)B

(j)
22 (τ) · · ·B

(j)
2n (τ)

...
...

. . .
...

B
(j)
n1 (τ)B

(j)
n2 (τ) · · ·B(j)

nn(τ)

 .
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模型表明,向量条件分位数Qt(τ)不仅受到向量时间序列滞后项Xt−i 的影响,产生分布滞后效应;同时

受到其自身滞后项Qt−j(τ)的影响,产生自回归效应.不过,模型(2)只是考虑了一个分位点,只能估计第τ个

条件分位数. 如果同时考虑m个分位点τ1 < τ2 < · · · < τm处的向量条件分位数,则可以建立模型

Qt(τ1) =

p∑
i=1

A(i)(τ1)Xt−i +

q∑
j=1

B(j)(τ1)Qt−j(τ1)

Qt(τ2) =

p∑
i=1

A(i)(τ2)Xt−i +

q∑
j=1

B(j)(τ2)Qt−j(τ2)

...

Qt(τm) =

p∑
i=1

A(i)(τm)Xt−i +

q∑
j=1

B(j)(τm)Qt−j(τm),

(3)

将其表示成矩阵与向量形式

Qt =

p∑
i=1

A(i)Xt−i +

q∑
j=1

B(j)Qt−j, (4)

其中 Qt = (QT
t (τ1),Q

T
t (τ2), . . . ,Q

T
t (τm))

T
= (Q1t(τ1), . . . , Qnt(τ1), Q1t(τ2), . . . , Qnt(τ2), . . . , Q1t(τm),

. . . , Qnt(τm))
T; θ =

(
A(1),A(2), . . . ,A(p);B(1),B(2), . . . ,B(q)

)T
为待估计的系数向量,其元素满足

A(i) =


A(i)(τ1)

A(i)(τ2)
...

A(i)(τm)

 =



A
(i)
11 (τ1) · · · A

(i)
1n(τ1)

...
. . .

...

A
(i)
n1(τ1) · · · A(i)

nn(τ1)
...

. . .
...

A
(i)
11 (τm) · · ·A

(i)
1n(τm)

...
. . .

...

A
(i)
n1(τm) · · ·A(i)

nn(τm)


,

B(j) =


B(j)(τ1)

B(j)(τ2)
...

B(j)(τm)

 =



B
(j)
11 (τ1) · · · B

(j)
1n (τ1)

...
. . .

...

B
(j)
n1 (τ1) · · · B(j)

nn(τ1)
...

. . .
...

B
(j)
11 (τm) · · ·B

(j)
1n (τm)

...
. . .

...

B
(j)
n1 (τm) · · ·B(j)

nn(τm)


.

模型(4)与时间序列分析中的自回归分布滞后模型在形式上完全一致, 然而却存在本质上的区

别, 这里的响应变量为条件分位数, 回归系数也是依赖于分位点的变化而变化. 值得注意, 模型(4)是

在White等[19]的QVAR模型基础上引入外生解释变量的滞后项所得, 是其推广形式, 不仅能够考虑内生解

释变量之间的相互影响, 而且可以讨论外生解释变量所带来的在不同分位点处的异质影响. 事实上, 模

型(4)与Engle等[14] 的CAViaR模型也存在显著差别,至少表现在三个方面: 第一,这里的响应变量为向量形

式,能够同时对多个时间序列的条件分位数进行估计,提高了建模效率;第二,这里的分位点为多个分位点,

能够同时考虑在多个分位点处条件分位数的估计,为解决分位数交叉问题提供了可能;第三,这里的回归系

数为矩阵形式,若矩阵中非主对角线上的元素非零,则能够刻画不同时间序列之间的相互依赖关系.因此,
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本文称式(4)为分位数向量自回归分布滞后模型,记为QVARDL(p, q). 由QVARDL(p, q)模型,可以得到每一

个时间序列在各个分位点处条件分位数估计,其中第i个时间序列在分位点τj处的条件分位数可以表示为

Qi,τ (τj) =A
(1)
i,1 (τj)X1,t−1 + · · ·+A

(1)
i,n(τj)Xn,t−1 + · · ·+A

(p)
i,1 (τj)X1,t−1 + · · ·+A

(p)
i,n(τj)Xn,t−1+

B
(1)
i,1 (τj)Q1,t−1 + · · ·+B

(1)
i,n(τj)Qn,t−1 + · · ·+B

(q)
i,1 (τj)Q1,t−1 + · · ·+B

(q)
i,n(τj)Qn,t−1,

(5)

其中回归系数A
(p)
i,l (τj)与B

(q)
i,l (τj)具有丰富的含义.系数A表示时间序列滞后期的影响,系数B表示条件分位

数滞后期的影响;括号中的τj表示在特定的分位点;上标(p)与(q)分别表示滞后期;双下标i, l表示第l个时间

序列(或条件分位数)对第i个条件分位数的影响.

可以看出, QVARDL(p, q)模型不仅描述了时间序列(或条件分位数)自身对自身条件分位数的影响,而

且刻画了来自其他时间序列(或条件分位数)的影响,能够度量多个时间序列及其条件分位数之间复杂的相

互依赖关系.本文建立了更为一般的高阶QVARDL(p, q)模型,这一高阶模型比White等[19] 的一阶QVAR(1,

1)模型更能体现变量之间的真实依赖关系,从而更加符合实际建模需求.

2.2 模模模型型型参参参数数数估估估计计计

为实现QVARDL(p, q)模型的系数向量θ的估计,需要将其视为一个模型系统,在多个分位点处同时考虑

多个时间序列条件分位数之间的关系.为此,对于样本观测值Yi,t, i = 1, 2, . . . , n; t = 1, 2, . . . , T ,可以定义

损失函数S(θ),并由下式实现模型的参数估计

θ̂ = argmin
θ
S(θ) =

1

T̃

T∑
t=T0+1

n∑
i=1

m∑
j=1

ρτ (Yi,t −Qi,t(τ = τj|θ)) , (6)

其中 Qi,t(τ = τj|θ) ≡ Qi,t(τj)由式(5)给出; T0 = max{p, q}, T̃ = T − T0; ρτ (u)为“对勾”函数,定义为

ρτ (u) =

uτ, u > 0

u(τ − 1), u < 0.

可以证明,式(6)所示的QVARDL(p, q)模型的系数向量估计量θ̂具有良好的统计性质: 一致性与渐近正

态性.

定定定理理理 1 (一致性): 对回归系数估计量θ̂与真实参数θ∗,有θ̂ − θ∗ = o(1).

证明 定理1的证明过程参见附录2.

定定定理理理 2 (渐近正态性): θ̂渐近服从正态分布,满足
√
T̃ (θ̂−θ∗)

d→ N(0,W ∗−1V ∗W ∗−1),其中“ d−→”表

示依分布收敛; W ∗ =
n∑

i=1

m∑
j=1

E (fi,t(0|τj,θ∗)▽θ Qi,t(τj|θ∗)▽T
θ Qi,t(τj|θ∗)), V ∗ = E(η∗

t η
∗T
t ), η∗

t =

▽θQi,t(τj|θ∗)ψτj (ϵi,t(τj)), ψτ (e) = τ − 1{e 6 0}, εi,t(τj) = Yi,t − Qi,t(τj|θ∗); ▽θ为关于θ的向量偏导

数, 1{·}为指示函数.

证明 定理2的证明过程参见附录3.

2.3 模模模型型型定定定阶阶阶

在QVARDL(p, q)模型中,滞后阶数p与q的选择非常重要,可以通过信息准则实现这一目的. 信息准则最

早由Akaike[20]和Schwarz[21] 提出,在实践中获得了广泛的应用,其核心思想为:在模型使用变量数目与模型

拟合效果之间进行权衡,以求达到通过最简单的模型结构给出最佳解释效果之目的. 传统的AIC和BIC信息

准则定义如下:

AIC = 2k − 2lnL,

BIC = klnn− 2lnL,
(7)

其中 L, k, n分别表示模型似然函数,待估参数个数以及样本量.
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为解决QVARDL(p, q)模型定阶问题,本文在分位数回归框架下给出AIC和BIC定阶准则如下:

AIC(p, q) = lnS(θ) +
1

T̃
[mn2(p+ q)], (8)

BIC(p, q) = lnS(θ) +
lnT̃

2T̃
[mn2(p+ q)], (9)

其中 S(θ)为按照式(6)定义的经验损失函数, 反映模型的拟合效果; 待估参数个数取决于p, q,m, n, 并

且表示为mn2(p + q), 反映模型的复杂程度; T̃为实际样本量. 使得AIC或BIC达到最小的p, q 取值, 将作

为QVARDL(p, q)模型的最优滞后阶数.

本文给出的信息准则依然沿用了信息准则定义的核心思想,但与传统的AIC和BIC定义也存在不同之

处: 1)使用经验损失而不是对数似然,来表示拟合效果; 2)将对数似然前面的负号,调整为经验损失前面的

正号. Yuan[22]和Li等[23]验证了在分位数回归框架下AIC准则和BIC准则的定阶效果, Monte Carlo模拟结果表

明: AIC和BIC准则具有与广义交叉验证较为类似的性能,能够获得满意的定阶效果.

3 分分分位位位数数数脉脉脉冲冲冲响响响应应应分分分析析析

3.1 分分分位位位数数数脉脉脉冲冲冲响响响应应应函函函数数数定定定义义义

为进一步考察QVARDL模型系统的稳定性,本文通过对随机误差项ϵi,t实施一个冲击,进而观察各内生

变量以及对应的条件分位数的响应情况,称其为分位数脉冲响应分析.在QVARDL模型(4)中,为简化起见,

可以不考虑外生变量的影响(取X = Y ),仅仅考虑内生变量及其滞后项的影响,从而建立起在QVARDL模

型基础上的脉冲响应分析,可以揭示组成QVARDL系统内生变量间动态影响规律,并描述对随机误差项施

加一个冲击后,对内生变量在各个分位点处条件分位数的当期值和未来值所带来的影响.

定定定义义义 1 第i个时间序列{Yi,t}在第τ分位点处的分位数脉冲响应函数(QIRF)定义如下

∆i,s(ε̃1,t) = Q̃i,t+s −Qi,t+s, (10)

其中 Q̃i,t+s, Qi,t+s分别为受冲击序列{Ỹi,t+s}和未受冲击序列{Yi,t+s}的第τ分位点处的条件分位数. 对应

地,定义ε̃1,t满足

ε̃1,t ≡ ε1,t + δ, (11)

其中 δ为t时刻的冲击.在传统VAR模型及脉冲响应分析中,随机误差项ϵi,t服从对称分布,一次性冲击δ常取

一个单位的标准差(即δ=1个单位标准差). 为简便起见与满足可比性要求,本文依然对随机误差项ϵi,t实施一

个单位标准差δ的冲击,来进行分位数脉冲响应分析.

本文给出的分位数脉冲响应函数可以称为伪分位数脉冲响应函数. 这里, t时刻的冲击δ仅存在于t时刻,

其他时刻并不存在冲击.因此, 可以分别给出无冲击时误差项的时间路径为{. . . , ε1,t−2, ε1,t−1, ε1,t, ε1,t+1,

ε1,t+2, . . .},以及有冲击时误差项的时间路径为{. . . , ε1,t−2, ε1,t−1, ε̃1,t, ε1,t+1, ε1,t+2, . . .}.

事实上,本文模型的误差项可能是更为一般的分布函数,如非对称Laplace分布,未必满足对称性要求.

此时,可以考虑一个非标准化冲击带来的影响,这一分析在贝叶斯框架下运用贝叶斯分位数回归,更容易得

到相应的分位数脉冲响应分析结果,值得未来进一步研究.

3.2 分分分位位位数数数脉脉脉冲冲冲响响响应应应函函函数数数估估估计计计

考虑如下数据生成过程,用以描述向量时间序列(Y1t, Y2t)
T的动态行为

VMA(1)模型 (
Y1t

Y2t

)
=

(
ε1,t

ε2,t

)
+

(
C

(1)
11 C

(1)
12

C
(1)
21 C

(1)
22

)(
ε1,t−1

ε2,t−1

)
. (12)
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VMA(2)模型 (
Y1t

Y2t

)
=

(
ε1,t

ε2,t

)
+

(
C

(1)
11 C

(1)
12

C
(1)
21 C

(1)
22

)(
ε1,t−1

ε2,t−1

)
+

(
C

(2)
11 C

(2)
12

C
(2)
21 C

(2)
22

)(
ε1,t−2

ε2,t−2

)
. (13)

...

VMA(k)模型(
Y1t

Y2t

)
=

(
ε1,t

ε2,t

)
+

(
C

(1)
11 C

(1)
12

C
(1)
21 C

(1)
22

)(
ε1,t−1

ε2,t−1

)
+

(
C

(2)
11 C

(2)
12

C
(2)
21 C

(2)
22

)(
ε1,t−2

ε2,t−2

)
+ · · ·+

(
C

(k)
11 C

(k)
12

C
(k)
21 C

(k)
22

)(
ε1,t−k

ε2,t−k

)
.

(14)

此外, QVARDL(1,1)模型给出的τ分位点表达式

Q1,t = A11(τ)Y1,t−1 +A12(τ)Y2,t−1 +B11(τ)Q1,t−1 +B12(τ)Q2,t−1,

Q2,t = A21(τ)Y1,t−1 +A22(τ)Y2,t−1 +B21(τ)Q1,t−1 +B22(τ)Q2,t−1.
(15)

由此,可以通过矩阵形式来表达t时刻二维向量时间序列的分位数

Qt = AYt−1 +BQt−1, (16)

其中Qt与Yt−1均为二维向量, A和B为2× 2的矩阵,矩阵元素如上式所示.

1)一阶情形

根据VMA模型设置, t时刻冲击δ仅仅影响Yt,并不影响Yt+s(s = 1, 2, 3, . . .). 进而可以给出有冲击时Ỹt

的时间路径为{. . . ,Yt−2,Yt−1, Ỹt,Yt+1,Yt+2, . . .},此时Ỹt =

(
ε1,t

ε2,t

)
+

(
C

(1)
11 C

(1)
12

C
(1)
21 C

(1)
22

)(
ε1,t−1

ε2,t−1

)
.

首先,以i = 1为例计算分位数脉冲响应函数(QIRF) ∆1,s(ε̃1,t). 当s = 1时,扰动ε̃1,t为常数项,此时只影

响Ỹ1,t = ε̃1,t + C
(1)
11 ε1,t−1 + C

(1)
12 ε2,t−1,所以有

∆1,1(ε̃1,t) = A11(Ỹ1,t − Y1,t). (17)

当s = 2时,根据一阶VMA模型设置,扰动ε̃1,t同时影响Y1,t和Y2,t,有(
Ỹ1,t+1

Ỹ2,t+1

)
=

(
ε1,t+1

ε2,t+1

)
+

(
C

(1)
11 C

(1)
12

C
(1)
21 C

(1)
22

)(
ε̃1,t

ε2,t

)
.

此时,分位数脉冲响应函数可以表达为

∆1,2(ε̃1,t) = A11(Ỹ1,t+1 − Y1,t+1) +A12(Ỹ2,t+1 − Y2,t+1) +B11∆1,1(ε̃1,t) +B12∆2,1(ε̃1,t). (18)

当s > 2时,由于VMA(1)的设置,此时Yt与ε̃1,t无关,而对应的条件分位数与ε̃1,t有关,有

∆1,s(ε̃1,t) = B11(Q̃1,t+s−1 −Q1,t+s−1) +B12(Q̃2,t+s−1 −Q2,t+s−1)

= B11∆1,s−1(ε̃1,t) +B12∆2,s−1(ε̃1,t).
(19)

同理,可以得到i = 2对应各期分位数脉冲响应函数∆2,s(ε̃1,t). 当s = 1时,有

∆2,1(ε̃1,t) = A21(Ỹ1,t − Y1,t). (20)

当s = 2时,有

∆2,2(ε̃1,t) = A21(Ỹ1,t+1 − Y1,t+1) +A22(Ỹ2,t+1 − Y2,t+1) +B21∆1,1(ε̃2,t) +B22∆2,1(ε̃1,t). (21)
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当s > 2时,有

∆2,s(ε̃1,t) = B21∆1,s−1(ε̃1,t) +B22∆2,s−1(ε̃1,t). (22)

由上述推导过程,可以综合出基于VMA(1)模型的分位数脉冲响应函数∆s(ε̃1,t)一般表达式
∆s(ε̃1,t) =AD1,t, 当s = 1时

∆s(ε̃1,t) =AD1,t+1 +B∆1(ε̃1,t), 当s = 2时

∆s(ε̃1,t) =B(s−2)∆2(ε̃1,t), 当s > 2时,

(23)

其中D1,t = (Ỹ1,t − Y1,t, 0)
T, ∆s(ε̃1,t) ≡ (∆1,s(ε̃1,t),∆2,s(ε̃1,t))

T, Dt ≡ Ỹt − Yt.

同理,可以得到由ε̃2,t的δ冲击产生的分位数脉冲响应函数的一般表达式,这里不再赘述.

2)高阶情形

类似地,可以导出高阶向量移动平均VMA(k)模型的分位数脉冲响应函数一般表达式(以i = 1为例)

当s = 1时,同式(19),有分位数脉冲响应函数(QIRF)

∆1,1(ε̃1,t) = A11(Ỹ1,t − Y1,t). (24)

当s = 2时,有

∆1,2(ε̃1,t) = A11(Ỹ1,t+1 − Y1,t+1) +A12(Ỹ2,t+1 − Y2,t+1) +B11∆1,1(ε̃1,t) +B12∆2,1(ε̃1,t). (25)

当s = 3时,有

∆1,3(ε̃1,t) = A11(Ỹ1,t+2 − Y1,t+1) +A12(Ỹ2,t+2 − Y2,t+2) +B11∆1,2(ε̃1,t) +B12∆2,2(ε̃1,t). (26)

...

当s = k时,有

∆1,k(ε̃1,t) = A11(Ỹ1,t+k−1−Y1,t+k−1)+A12(Ỹ2,t+k−1−Y2,t+k−1)+B11∆1,k−1(ε̃1,t)+B12∆2,k−1(ε̃1,t). (27)

当s = k + 1时,有

∆1,k+1(ε̃1,t) = A11(Ỹ1,t+k − Y1,t+k) +A12(Ỹ2,t+k − Y2,t+k) +B11∆1,k(ε̃1,t) +B12∆2,k(ε̃1,t). (28)

当s > k + 1时,由于VMA(k)的设置, Yt与ε̃1,t无关,仅有对应的条件分位数与ε̃1,t有关,即(
Ỹ1,t+k

Ỹ2,t+k

)
=

(
ε1,t+k

ε2,t+k

)
+

(
C

(1)
11 C

(1)
12

C
(1)
21 C

(1)
22

)(
ε1,t+k−1

ε2,t+k−1

)
+

(
C

(2)
11 C

(2)
12

C
(2)
21 C

(2)
22

)(
ε1,t+k−2

ε2,t+k−2

)
+· · ·+

(
C

(k)
11 C

(k)
12

C
(k)
21 C

(k)
22

)(
˜ε1,t

ε2,t

)
,

(
Y1,t+k+1

Y2,t+k+1

)
=

(
ε1,t+k+1

ε2,t+k+1

)
+

(
C

(1)
11 C

(1)
12

C
(1)
21 C

(1)
22

)(
ε1,t+k

ε2,t+k

)
+

(
C

(2)
11 C

(2)
12

C
(2)
21 C

(2)
22

)(
ε1,t+k−1

ε2,t+k−1

)
+ · · ·+

(
C

(k)
11 C

(k)
12

C
(k)
21 C

(k)
22

)(
ε1,t+1

ε2,t+1

)
.

.

此时,有分位数脉冲响应函数

∆1,s(ε̃1,t) = B11∆1,s−1(ε̃1,t) +B12∆2,s−1(ε̃1,t). (29)

由上述推导过程,可以综合出VMA(k)模型的分位数脉冲响应函数∆s(ε̃1,t)一般表达式
∆s(ε̃1,t) =AD1,t, 当s = 1时

∆s(ε̃1,t) =AD1,t+s−1 +B∆s−1(ε̃1,t), 当s = 2, 3, . . . , k + 1时

∆s(ε̃1,t) =B(s−k−1)∆2(ε̃1,t), 当s > k + 1时,

(30)
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易见,基于VMA(1)模型得出分位数脉冲响应函数正是上式k = 1时的特例. 至此,本文讨论了更为一般情形

下的分位数脉冲响应分析,运用高阶向量移动平均VMA(k)模型与QVARDL模型之间关系,推导出分位数脉

冲相应函数. White等[19]的分位数脉冲响应分析是本文的特例形式,本文是其推广.

3.3 分分分位位位数数数脉脉脉冲冲冲响响响应应应函函函数数数分分分布布布特特特征征征

分位数脉冲响应函数也是随机变量,研究其分布特征对于把握其变动规律至关重要.给出如下引理.

引引引理理理 1 Hamilton[24]: 对一个向量随机序列{Zt},若存在
√
T (Zt − c)

d→ Z,同时有一函数g(·)其在c处

有连续的一阶导数G ≡ ∂g(Z)

∂Z
|Z=c,则有

√
T [g(Zt)− g(c)]

d→ GZ.

由上述引理,可以得出下列结论.

定定定理理理 3 对于定义1中给出的脉冲响应函数,有√
T̃ [∆s(ϵ̃1t; θ̂)−∆s(ϵ̃1t;θ

∗)]
d→ N

(
0,GsW

∗−1V ∗W ∗−1GT
s

)
, (31)

其中Gs ≡
∂∆s(ϵ̃1t;θ

∗)

∂θ
; T̃为实际样本量.

证明 定理3的证明过程参见附录4.

4 实实实证证证研研研究究究

4.1 数数数据据据选选选择择择

杨博理等[25]的研究工作表明,向量自回归(VAR)模型能够有效地揭示金融市场之间动态关联关系.这

里,使用本文提出的QVARDL(p, q)模型来检验美国次贷危机在世界范围的影响.在QVARDL模型(4)中,不

考虑外生变量的影响, 仅仅考虑内生变量滞后项的影响. 以美国S&P500指数作为研究基准, 同时选取如

表1所示的14个不同国家(地区)的综合指数作为研究对象进行实证研究.样本数据取2005–01–01至2013–12–

31期间各市场指数日收盘价,其中以2005–01–01至2012–05–31为样本内, 2012–06–01至2013–12–31为样本

外,样本数据均来自雅虎财经网站(http://finance.yahoo.com/). 这一样本区间包含了2008年美国次贷危机的

完整周期,便于定量研究美国次贷危险产生的影响.收益率采用对数收益率,用自然对数收盘价的一阶差分

计算rt = 100× (ln Pt − ln Pt−1).

4.2 参参参数数数估估估计计计

为考察美国次贷危机对其他国家(地区)带来的影响, 以美国市场作为基础, 与其他任意一个市场, 分

别建立二元QVARDL模型与VMA模型,共建立14个QVARDL模型与14个VMA模型. 这里,使用VMA模型描

述时间序列的动态变动规律,使用QVARDL模型描述时间序列条件分位数的变动规律.在估计VMA模型

与QVARDL模型时,使用2.3节给出的AIC与BIC信息准则,确定了最优滞后阶数为VMA(2)与QVARDL(1,1).

表1报告了VMA(2)模型的参数估计结果, 为进一步进行脉冲响应分析, 定量揭示美国次贷危机冲击

对于不同国家(地区)股票市场的影响,奠定了基础. 表2报告了QVARDL(1,1)模型在一个分位点(τ = 0.01,

对应99%VaR )处的参数估计结果(限于篇幅, 这里略去了其他分位点处的估计结果), 可以得到几个初步

结论. 第一, 在14个QVARDL(1,1)模型中, 有超过一半的国家(地区)所得自回归系数矩阵B中的对角线元

素(即B(1)
11 和B

(1)
22 )在统计上显著(10%水平),意味着条件分位数(与VaR风险对应)过程具有显著的自相关性.

第二, QVARDL(1,1)模型中所有非对角线系数均显著不等于0,意味着美国与世界其他国家(地区)之间的金

融风险存在相互影响.第三,值得注意的是,德国和巴西的自回归系数矩阵B各元素均在统计上显著(5%水

平). 作为欧洲经济的顶梁柱,德国的出口导向型经济增长模式以及稳定欧元区经济状况的能力在一定程度

上对美国造成冲击;而作为新兴经济体的巴西,以与美国模式不同的经济政策不断加强与拉美邻国、非洲国

家乃至印度和中国之间的政治经济合作,而这正是美国一再巩固“南北关系”的重要原因.第四,由于考虑到
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不同国家(地区)金融风险之间相互作用, QVARDL(1,1)模型能够更加准确预测其金融风险变化规律,结果见

图1和图2.

表 1 14个国家(地区)股票指数与美国的VMA(2)模型估计结果
Table 1 Estimated results of 14 countries(districts) from VMA(2) model

国家(地区) 综合指数
一阶滞后项 二阶滞后项

c
(1)
11 c

(1)
12 c

(1)
21 c

(1)
22 c

(2)
11 c

(2)
12 c

(2)
21 c

(2)
22

加拿大 多伦多股票交易所综合指数 −0.046 3 −0.059 6 0.164 8 −0.137 9 −0.010 9 −0.046 9 0.048 6 −0.125 5

英国 伦敦金融报100指数 −0.119 0 0.043 7 0.410 7 −0.333 5 −0.053 8 0.012 6 −0.093 7 0.001 1

法国 巴黎CAC40指数 −0.086 4 −0.003 0 0.518 4 −0.372 8 −0.075 9 0.039 4 −0.159 9 0.040 2

德国 法兰克福DAX指数 −0.140 0 0.063 6 0.338 9 −0.219 7 −0.072 6 0.036 0 −0.102 8 0.040 5

日本 日经225指数 −0.098 9 0.026 8 0.587 6 −0.206 0 −0.047 6 0.007 4 0.003 0 0.013 8

韩国 韩国综合指数 −0.092 2 0.005 6 0.422 3 −0.158 5 −0.035 6 −0.029 8 0.106 3 −0.019 4

中国 上证综指 −0.092 1 0.016 6 0.218 4 −0.036 3 −0.042 9 −0.021 0 0.017 1 0.041 4

澳大利亚 普通股指数 −0.108 7 0.069 5 0.472 7 −0.251 9 −0.045 4 0.003 8 0.011 9 0.053 1

阿根廷 MERV指数 −0.074 2 −0.015 7 0.126 9 −0.017 0 −0.044 4 −0.001 7 −0.058 0 0.047 0

巴西 博维斯帕指数 −0.053 5 −0.035 2 0.136 4 −0.079 0 −0.017 2 −0.027 2 −0.025 −0.047 4

墨西哥 IPC指数 −0.141 7 0.060 1 −0.011 8 0.081 4 −0.059 7 0.016 2 −0.066 5 −0.021 5

印度 印度指数基金 −0.100 6 0.023 1 0.356 7 −0.094 9 −0.042 7 −0.006 6 0.088 3 −0.021 7

中国香港 恒生指数 −0.085 9 −0.008 8 0.596 2 −0.281 7 −0.040 0 −0.013 2 −0.006 4 0.046 6

中国台湾 加权指数 −0.097 2 0.024 0 0.391 3 −0.114 8 −0.047 0 0.005 1 0.062 8 −0.036 9

表 2 14个国家(地区)股票指数与美国的QVARDL(1,1)模型估计结果(τ = 0.01)
Table 2 Estimated results of 14 countries(districts) from QVARDL(1,1) model with τ = 0.01

国家(地区)
系数矩阵A 系数矩阵B

A
(1)
11 A

(1)
12 A

(1)
21 A

(1)
22 B

(1)
11 B

(1)
12 B

(1)
21 B

(1)
22

加拿大 −0.094 9 −0.310 0 0.015 1 −0.389 0 0.921 6*** −0.088 8* −0.048 2 0.894 2***

英国 −0.027 9 −0.438 4** −0.012 0 −0.269 5** 0.844 6 0.030 9 −0.020 2 1.985 1

法国 −0.119 5 −0.421 9 −0.049 0 −0.147 1 0.846 0 −0.044 8 0.263 3 0.546 0

德国 −0.206 9* −0.320 8** 0.081 9 −0.375 4*** 1.046 7*** −0.281 4*** 0.118 0** 0.746 3***

日本 −0.331 9* −0.137 6 −0.410 5** −0.499 5* 0.811 4*** 0.005 8 0.070 7 0.584 7**

韩国 0.234 3* −0.001 0 −0.425 7* −0.115 8 −0.424 5 1.317 3*** 0.063 8 0.740 8*

中国 −0.397 1* 0.002 4 −0.024 5 −0.108 6** 0.826 7*** 0.032 9 −0.021 6 0.973 9***

澳大利亚 −0.229 8* −0.537 5*** −0.320 2*** 0.147 2* 0.792 1*** −0.040 6 0.204 7** 0.564 4***

阿根廷 −0.429 9* 0.002 0 0.000 1 0.035 5* 0.814 7*** 0.027 2 −0.001 7 1.004 0***

巴西 −0.072 9 0.022 6 −0.464 0** −0.276 6** 0.835 0*** 0.103 3*** −0.296 6*** 0.977 0***

墨西哥 −0.395 1 −0.027 9 0.000 6 −0.213 1 0.911 7*** −0.099 5 0.034 8 0.851 4***

印度 −0.425 1*** 0.011 6 −0.228 6** −0.274 8*** 0.848 7*** −0.011 0 0.008 6 0.801 9***

中国香港 −0.197 2*** −0.130 9** −0.045 0*** −0.225 8*** 0.925 9*** −0.045 0 −0.075 1* 0.917 1***

中国台湾 0.088 5 −0.568 7*** −0.257 8 −0.397 6** 0.206 7 0.630 6 0.137 6 0.137 6

注: ***, **, *分别表示1%, 5%, 10%显著性水平下显著.

图1给出了15个国家(地区)样本内的实际收益率(蓝线)与99%VaR估计结果(绿线)(限于篇幅, 本文略去

了其他置信水平VaR估计结果, 只报告了极端风险值估计结果), 图2则给出其样本外预测结果. 在图1与

图2中, 美国的VaR是通过在QVARDL(1,1) 模型中将两个内生变量都取做S&P500指数所得, 其他国家(地

区)的VaR是将模型中的两个内生变量分别取做S&P500指数及本国(地区)的市场指数.

由图1可以看出,第一, QVARDL(1,1)模型在样本内取得了很好拟合效果,表现为99%VaR变动趋势与收

益率变化趋势吻合程度较高. 第二,不同国家(地区)市场均在2007底至2008年初开始出现不同程度波动,并
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于2008年底至2009年初大幅度波动全面爆发,而这段时间恰逢美国次贷危机集中爆发并演变成全球性金融

海啸. 第三,在2011年中下旬不同国家(地区)再次出现不同程度波动,这可能源于欧元区主权债务危机影响.

由图2可以看出, 99%VaR同样与收益率变化趋势一致,表明QVARDL(1,1)模型同样具有很好的样本外表现.

综合图1和图2的信息可知, 基于QVARDL(1,1)模型能够给出准确的VaR风险测度, 具有很好的样

本内与样本外表现. 为精确检验模型的测算效果, 本文采用Kupiec[26]无条件覆盖似然比(uc.LR)检验

与Christoffersen等[27]条件覆盖似然比(cc.LR)检验对样本内与样本外VaR风险测度进行返回测试检验,同时

还采用Engle等[14]提出的样本外动态分位数(DQ)检验作为指标检验方法,检验结果如表3所示.
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图 1 15个国家(地区)股票指数的样本内99%VaR(τ = 0.01)

Fig. 1 Stock indices returns plot for the in-sample days of 15 countries(districts) superimposed by VaR estimates at = 1% and 5%
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图 2 15个国家(地区)股票指数的样本外99%VaR(τ = 0.01)

Fig. 2 Stock indices returns plot for the out-of-sample days of 15 countries(districts) superimposed by VaR estimates at = 1% and 5%

表 3 99%VaR返回测试结果
Table 3 Backtesting results of 99% VaR for 14 countries(districts)

国家(地区)
样本内 样本外

uc统计值 uc检验p值 cc统计值 cc检验p值 uc统计值 uc检验p值 cc统计值 cc检验p值 DQ检验p值

加拿大 0.079 4 0.778 0 0.406 0 0.816 3 0.005 0 0.943 7 0.068 4 0.966 4 0.977 3
英国 0.065 5 0.798 0 0.310 4 0.856 2 0.005 0 0.943 7 0.068 4 0.966 4 0.442 9
法国 0.286 2 0.592 7 3.171 0 0.204 8 0.005 0 0.943 7 0.068 4 0.966 4 0.982 3
德国 0.065 5 0.798 0 0.310 4 0.856 2 0.392 4 0.531 0 0.505 5 0.776 7 0.000 0
日本 0.000 3 0.987 1 7.424 0 0.024 4 0.392 4 0.531 0 0.505 5 0.776 7 0.982 6
韩国 0.000 3 0.987 1 0.284 5 0.867 4 0.304 1 0.581 3 0.332 2 0.847 0 0.000 0
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续表 3
Table 3 Continues

国家(地区)
样本内 样本外

uc统计值 uc检验p值 cc统计值 cc检验p值 uc统计值 uc检验p值 cc统计值 cc检验p值 DQ检验p值

中国 0.065 5 0.798 0 0.310 4 0.856 2 1.656 8 0.198 0 0.332 2 0.435 2 0.999 8
澳大利亚 0.065 5 0.798 0 0.310 4 0.856 2 0.392 4 0.531 0 0.505 5 0.776 7 0.000 0
阿根廷 0.286 2 0.592 7 0.494 7 0.780 9 224.097 3 0.000 0 269.593 9 0.000 0 0.000 0
巴西 0.000 3 0.987 1 0.284 5 0.867 4 5.789 0 0.016 1 5.789 0 0.055 3 0.833 3
墨西哥 0.079 4 0.778 0 0.406 0 0.816 3 1.656 8 0.198 0 1.663 8 0.435 2 0.845 5
印度 0.065 5 0.798 0 0.310 4 0.856 2 5.789 0 0.016 1 5.789 0 0.435 2 0.998 7

中国香港 0.065 5 0.798 0 0.310 4 0.856 2 0.005 0 0.943 7 0.068 4 0.966 4 0.000 0
中国台湾 0.065 5 0.798 0 0.310 4 0.856 2 0.304 1 0.581 3 0.332 2 0.966 4 0.185 5

由表3,可以得到以下初步结果.第一,除美国以外的14个国家(地区)股票指数的VaR在样本内均有很好

的拟合效果.其中,由uc.LR检验可以看出, QVARDL(1,1)模型对日本、韩国与巴西的拟合效果最优,表现为

有较大的p值且都为0.987 1; 由cc.LR检验则可以看出, QVARDL(1,1)模型对韩国与巴西拟合效果最优, 表

现为p值较大且都为0.867 4. 第二,在14个股票指数VaR样本外预测中,有9个国家(地区)的股票指数通过了

样本外DQ 检验, 仅有阿根廷MERV指数没有通过cc.LR检验; 事实上, 所有国家(地区)的股票指数均通过

了uc.LR检验. 这一实证结果也表明, 在VaR返回测试中, uc.LR检验最为宽松, 其次为cc.LR检验, 最严格的

为DQ检验. 以上结果表明基于QVARDL(1,1)模型的VaR风险测度在样本内与样本外都取得了很好的效果,

其中样本内更为有效,这也与预期结果相符.

4.3 分分分位位位数数数脉脉脉冲冲冲响响响应应应分分分析析析

由前面QVARDL(1,1)模型估计结果,已经判定美国金融市场与其他国家(地区)市场之间存在密切联系.

本节主要通过分位数脉冲响应分析,定量揭示不同国家(地区)受美国次贷危机影响的程度与反应速度.黄友

珀等[28]认为,有必要研究资产组合收益分位数预测问题.郭华等[29] 通过脉冲相应分析考察由特定交易变量

构成的脉冲交易对价格波动的冲击模式. 本文中,在一个单位标准差冲击下的分位数脉冲响应函数可以直

观地报告危机的传播过程以及危机被吸收(脉冲响应函数收敛于0)的时间,结果见图3. 在图3中,横轴代表天

数,纵轴表示99%VaR(对应0.01分位数)的变化.
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图 3 14个国家(地区)受美国次贷危机影响的脉冲响应(τ = 0.01)

Fig. 3 Impulse response of 14 countries(districts) to the U.S. subprime mortgage crisis(τ = 0.01)

由图3,可以得到如下结果.第一,可以看出大部分国家(地区)在次贷危机爆发后2天∼3天内受到了严重

的冲击,除了法国与澳大利亚约在5天左右才达到收益率的最低值.第二,欧洲地区包括法国、英国和德国,
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主要受到次贷危机对本地银行业的冲击,受到冲击后收益率百分比低至−0.2后都开始回升,并在约20天收

敛于0值.第三,亚洲地区包括中国大陆、中国香港、中国台湾、韩国以及日本,其中中国大陆受到次贷危机

冲击影响最小,脉冲响应过程也较短,可以看出美国次贷危机对于中国大陆的冲击有限,这可能是由于中国

大陆准备金充足,所以并没有造成实质性的影响.中国台湾地区相对于中国香港地区受冲击更为严重,可能

是中国台湾出口萎缩等原因导致了中国台湾地区经济衰退. 亚洲其他地区,如日本与韩国对于次贷危机的

响应却有着明显的差异.日本是受到次贷危机冲击最大的国家,收益率百分比一度跌破−0.65,这种现象与

日本近年经济发展不稳定有密切的关系,在此期间日本需要面对经济衰退和通货膨胀的双重压力. 第四,墨

西哥与阿根廷几乎没有受到次贷危机的冲击,作为拉丁美洲的新兴市场,受益于长期以来实施的对外贸易

自由化政策,对美国商品市场的依赖性较小,因而受美国次贷危机的冲击相对有限.

5 结结结束束束语语语

本文提出了一个新的分位数回归模型: 分位数向量自回归分布滞后(QVARDL),给出其数学表示、参数

估计、滞后阶数选择、脉冲响应分析等一整套建模方法. 该模型可以同时刻画多个时间序列在多个分位点处

条件分位数之间的关联关系,能够整体提升分位数回归的功能.在结构分析方面,主要通过回归系数矩阵,

定量揭示不同时间序列及其分位数之间的相互依赖关系,有助于解释经济系统内部联系与相互影响.在经

济预测方面,主要通过多变量与自回归,从横向与纵向两个方面把握条件分位数的变动规律,有助于准确预

测响应变量在不同分位点处的条件分位数,进而可以准确地进行风险评估. 在政策评价方面,主要通过分位

数脉冲响应分析,可以考察对经济系统实施一个冲击,定量刻画经济系统内部的响应情况,评估经济政策的

有效性.

为检验提出模型与方法的有效性,本文将其应用于解释美国次贷危机对世界范围金融市场产生的影响.

实证中,选取世界范围内主要国家(地区)资本市场作为研究对象,建立QVARDL(p, q)模型并进行分位数脉

冲响应分析.通过QVARDL(p, q)模型估计结果发现,一方面,绝大多数国家(地区)的金融风险具有显著的自

相关性;另一方面,美国对世界其他国家(地区)的金融市场存在显著影响.通过脉冲响应分析发现,美国次贷

危机对不同国家(地区)的资本市场在影响程度、影响方式、响应时期等方面有着不同的表现. 本文的研究方

法与实证结果,为从新的角度研究金融风险及其传染性提供了一个参考.
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附附附录录录1 两两两个个个前前前提提提条条条件件件(假假假设设设)

A1: 1)存在θ∗ ∈ A,对任意i, j, t下式成立

Qi,t(τj |θ∗) = Q∗
i,t. (A1)

2)存在非空集合I ⊆ {(1, 1), . . . , (1,m), . . . , (n, 1), . . . , (n,m)},使得对任意ε > 0,存在δε > 0,使得当∥θ − θ∗∥ > ε,有

Pr
[
U(i,j)∈I{|δi,j,t(θ

∗,θ)| > δε}
]
6 0.

A2: 1) W ∗ ≡
n∑

i=1

m∑
j=1

E
(
fi,t(0|τj ,θ∗)▽θ Qi,t(τj |θ∗)▽T

θ Qi,t(τj |θ∗)
)
是正定的; 2) V ∗ ≡ E(η

∗
t η

∗T
t )是正定的.

附附附录录录2 定定定理理理1的的的证证证明明明

证明 由θ̂的估计式(6),可以改写为

θ̂ ≡ argmin
θ

1

T̃

T∑
t=T0+1

ℓt(Yt, Qi,t(τ = τj |θ)),

其中 ℓt(Yt, Qi,t(τ = τj |θ)) ≡
n∑

i=1

m∑
j=1

ρτ
(
Yi,t −Qi,t(τ = τj |θ)

)
; T0 = max{p, q}, T̃ = T − T0.

考虑θ̂ ̸= θ∗, 有∥θ̂ − θ∗∥ > ϵ, 定义D(θ̂) ≡
n∑

i=1

m∑
j=1

E(∆i,j,t(θ̂)), 其中Di,j,t(θ̂) ≡ ρτ
(
Yi,t −Qi,t(τ = τj |θ∗)

)
−

ρτ
(
Yi,t −Qi,t(τ = τj |θ̂)

)
. 根据经典的凸性法则, Bantli等[28]导出:对于任意ϵ > 0,都有

Pr
[
|θ̂ − θ∗| > ϵ

]
6 Pr

[
sup
θ

D(θ̂) > 0

]
. (A2)

为证明Pr
[
supθ D(θ̂) > 0

]
→ 0,根据假设A1: 2),定义误差项εi,j,t ≡ ρτ

(
Yi,t −Qi,t(τ = τj |θ∗)

)
,记其概率密度函数

为fi,j,t(·), White等[17] 证明E(Di,j,t(θ̂)) 6 −1

2
δ2ϵ E[1[|δi,j,t(θ∗,θ̂)|>δϵ]

]. 因此,有

D(θ̂) ≡
n∑

i=1

m∑
j=1

E(Di,j,t(θ̂))

6 −1

2
δ2ϵ

n∑
i=1

m∑
j=1

E[1[|δi,j,t(θ∗,θ̂)|>δϵ]
]

= −1

2
δ2ϵ

n∑
i=1

m∑
j=1

Pr[|δi,j,t(θ∗, θ̂)| > δϵ]

6 −1

2
δ2ϵ

∑
(i,j)∈I

Pr[|δi,j,t(θ∗, θ̂)| > δϵ]

6 −1

2
δ2ϵ Pr[U(i,j)∈I{|δi,j,t(θ

∗, θ̂)| > δϵ}]

6 0,

其中 δi,j,t(θ
∗, θ̂) ≡ Qi,t(τ = τj |θ∗)−Qi,t(τ = τj |θ̂), δϵ为依赖于ϵ的小邻域.

由于D(θ̂) 6 0, 有sup
θ

D(θ̂) 6 0, 从而有Pr

[
sup
θ

D(θ̂) > 0

]
= 0成立. 这样, 由式(A1), 根据两面夹定理, 可以得



第 4期 许启发等: 分位数向量自回归分布滞后模型及脉冲响应分析 487

出Pr
[
|θ̂ − θ∗| > ϵ

]
→ 0,定理1得证.

证毕.

附附附录录录3 定定定理理理2的的的证证证明明明

证明 定理1给出了θ̂的一致性结果,结合定理1与泰勒展开即可证明θ̂的渐近正态性. 由White等[19]中定理2的证明可

知, θ̂依分布收敛于标准正态分布

V ∗−1/2W ∗
√

T̃ (θ̂ − θ∗)
d−→ N(0, I), (A3)

将V ∗−1/2W ∗视为确定性矩阵,将
√

T̃ (θ̂ − θ∗)视为随机向量,容易推得
√

T̃ (θ̂ − θ∗)
d→ N(0,W ∗−1V ∗W ∗−1).

证毕.

附附附录录录4 定定定理理理3的的的证证证明明明

证明 由定理2可知,
√

T̃ (θ̂ − θ∗)
d→ θ0,而随机向量θ0满足: θ0 ∼ N(0,W ∗−1V ∗W ∗). 进一步,将脉冲响应函数视

为∆s(ε̃1,t; θ̂)视为变换函数g(·),有g(θ̂) ≡ ∆s(ε̃1,t; θ̂),记Gs ≡ ∂g(θ̂)

∂θ
=

∂∆s(ε̃1,t; θ̂)

∂θ
. 由引理1可得√

T̃ (∆s(ε̃; θ̂)−∆s(ε̃;θ
∗)) =

√
T̃ (g(θ̂)− g(θ∗))

d→ Gsθ0, (A4)

由于E(Gsθ0) = 0, Var(Gsθ0) = Gs Var(θ0)G
T
s = Gs(W

∗−1V ∗W ∗−1)GT
s ,且θ0 ∼ N(0,W ∗−1V ∗W ∗−1),则有Gsθ0 ∼

N
(
0,Gs(W

∗−1V ∗W ∗−1)GT
s

)
.

定理3中, Gs可以通过计算获得. 对于一阶情形,当s > 2时,有

Gs =
∂(B(s−2)∆2)

∂θ

=
∂(B(s−2)ADt+1)

∂θ +
∂(B(s−1)AD1,t)

∂θ

=
(
B(s−2) ∂Vec(ADt+1)

∂θ +
(
(ADt+1)

T ⊗ I2

)
∂Vec(B(s−2))

∂θ

)
+(

B(s−1) ∂Vec(AD1,t)
∂θ +

(
(AD1,t)

T ⊗ I2

)
∂Vec(B(s−1))

∂θ

)
,

其中 Vec为向量拉直算子,且有
∂Vec(ADt+1)

∂θ
=
(
DT

t+1 ⊗ I2

) ∂Vec(A)

∂θ
, (A5)

∂Vec(B(s−2))

∂θ
=

(
s−3∑
i=0

(BT)s−3−i ⊗Bi

)
∂Vec(B)

∂θ
, (A6)

其中
∂Vec(AD1,t)

∂θ
和

∂Vec(B(s−1))

∂θ
可由上式同理可得.

对于高阶情况,当s > q + 1时,可得

Gs =
∂(B(s−(q+1))∆q+1)

∂θ

=
∂(B(s−(q+1))ADt+q)

∂θ
+

∂(B(s−q)ADt+q−1)

∂θ
+ · · ·+ ∂(B(s−2)ADt+1)

∂θ
+

∂(B(s−1)AD1,t)

∂θ

=

(
B(s−(q+1)) ∂Vec(ADt+q)

∂θ
+
(
(ADt+q)

T ⊗ I2

) ∂Vec(B(s−(q+1)))

∂θ

)
+(

B(s−q) ∂Vec(ADt+q−1)

∂θ
+
(
(ADt+q−1)

T ⊗ I2

) ∂Vec(B(s−q))

∂θ

)
+ · · ·+(

B(s−2) ∂Vec(ADt+1)

∂θ
+
(
(ADt+1)

T ⊗ I2

) ∂Vec(B(s−2))

∂θ

)
+(

B(s−1) ∂Vec(AD1,t)

∂θ
+
(
(AD1,t)

T ⊗ I2

) ∂Vec(B(s−1))

∂θ

)
,

其中
∂Vec(ADt+q)

∂θ
,
∂Vec(ADt+q−1)

∂θ
, . . . ,

∂Vec(AD1,t)

∂θ
和

∂Vec(B(s−(q+1)))

∂θ
,
∂Vec(B(s−q))

∂θ
, . . . ,

∂Vec(B(s−1))

∂θ
可分别

由式(A5)和式(A6)同理可得. 证毕.


