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考虑后悔厌恶的私募股权基金投资组合优化模型
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摘要:在经典的Merton连续时间资产组合框架内引入非流动性的私募股权基金,探讨流动性约束对投资组合配置

的影响.假设投资者具有终端投资组合财富的后悔厌恶型效用函数,通过求解动态承诺与投资组合优化问题,给出

了投资者如何最优的向私募股权基金承诺资本,以及如何在股票和债券之间进行最优的动态再调整. 通过数值模

拟比较分析了后悔厌恶型投资者和 CRRA型投资者的最优投资组合策略的变化情况. 结果发现,由于私募股权基

金非流动性的影响,后悔厌恶型投资者对私募股权基金的承诺比率低于 CRRA型投资者的承诺比率,从而获得较

低的投资组合财富.
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Portfolio optimization with private equity funds
considering regret aversion
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Abstract: This paper incorporates an illiquid private equity fund into the framework of Merton’s classic theory
on continous time portfolio selection, to explore the impacts of illiquidity on the restricted investor’s optimal
portfolio allocations. Assuming an investor derives regret aversion utility from terminal portfolio wealth, the
paper solves for a dynamic commitment and portfolio strategy that shows investors how to optimally com-
mit capital to private equity fund and how to optimally rebalance between liquid stock and bonds over time.
Furthermore, the optimal portfolio strategies of regret averse investors and CRRA investors are analyzed and
compared. The numerical analysis demonstrates that, as a consequence from illiquidity, regret averse investors’
commitment rate to private equity funds are lower than that of CRRA investors, and thus the regret averse in-
vestors get lower terminal portfolio wealth than the CRRA investors.
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1 引引引 言言言

私募股权(private equity, PE)投资,是指以非公开的方式向少数机构投资者或个人募集资金, 对未上市
企业进行权益性投资,通过被投资企业上市或转让退出,获得高额资本回报的一种投资方式. PE基金投资
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与对公开证券市场投资的主要区别在于,它以放弃资本的流动性来换取追求长期投资的更高收益为特点.
在过去的十几年间,私募股权投资在全球范围内获得了高速的发展.据普华永道 2017年 3 月发布的一项
报告显示, 2016年,在人民币募资金额大幅增加的推动下,中国私募股权及风险投资基金募资创历史新高,
达 725.1亿美元. 同时, 2006年至 2016年期间,中国大陆及香港市场总共募集资金超过 5 320亿美元,在亚
洲私募股权/风险投资基金中依旧保持主导地位.

发展 PE投资,对一个国家或地区的经济增长、技术创新与劳动就业都具有明显的正面促进效应.然而,
尽管 PE基金作为一种资产类别已经起到越来越重要的作用,但是目前学术界关于如何将 PE基金纳入整体
投资组合的研究工作还相当有限.

PE基金的三个特点使得相应的投资组合优化模型变得复杂[1]. 首先, PE基金是非流动性投资,通常不
能在其整个生命周期内(通常为 10到 14年)出售[2]. 这种非流动性是由于缺乏一个成熟的二级市场,以及对
出售 PE基金的合同限制.其次, PE基金的股权不能像普通股票和债券那样可以立即购买. 投资者首先做出
一个初始资本承诺,并在随后的时间里,作为对资本募集的回应,转移特定数量的资金给普通合伙人. 第三,
PE基金的现金分红不能再投资于基金,而这些支出是重要的,因为基金的生命周期是有限的. 这三个特点
导致投资者不能直接控制他们对 PE基金的投资组合权重,而只能选择对 PE基金的新承诺的规模,这将在
某些滞后时间间接的影响未来的投资组合权重[1]. 这与现有的许多投资组合优化模型中研究的情况大不相
同,在这些模型中,投资者可以动态地再调整其投资组合中所有资产的权重.

近年来,具有非流动性资产的投资组合问题引起了学术界的重视. Cumming等[3]给出了一个新的 PE基
准指数, 讨论了新的指数如何改进包含 PE基金的投资组合业绩, 但该模型没有考虑 PE基金投资的非流
动性特征. Longstaff[4]在一个具有异质代理人的多资产交换经济中研究了市场非流动性对资产定价模型
的影响. Ang等[5]给出了具有流动性资产和非流动性资产的投资组合选择模型,发现非流动性风险将导致
递增的和状态依赖的风险厌恶并且减少对流动和非流动风险资产的配置. Sorensen等[6]通过求解具有风险

厌恶的有限合伙人投资于由一个普通合伙人管理的 PE基金的资产组合选择问题,给出了对 PE基金投资
的动态评价模型. Liu等[7]利用实物期权模型研究了非流动性和报酬结构对 PE 投资决策的影响,发现高
度非流动性可能加速或延迟投资决策,管理费或提成费将导致对 PE的低投资.但是,这些文献都是在经典
的 CRRA或 HARA效用框架下研究投资者的最优投资决策问题.

在现实投资环境,投资者在投资前会对不同市场状态下各风险资产的价值进行预估,他们的判断与决策
过程通常会受到认知、情绪等各种心理因素的影响,会表现出“有限理性”行为.后悔理论认为[8−10],决策
者在决策过程中会将自己考虑选择方案的结果与其他方案可能获得的结果进行比较,如果发现选择其他方
案可以获得更好的结果,那么决策者会感到后悔,反之则会感到欣喜.文献[11]指出,后悔理论在应用上比展
望理论更具有优势. 因此,在包含 PE基金的投资决策中,如何考虑投资者的后悔厌恶行为偏好,选择令投资
者感到最为满意的一个或多个 PE基金,是一个值得关注的问题,具有重要的理论价值和现实意义.

已有不少学者应用后悔理论研究只包括流动性资产的投资组合问题.例如, Michenaudc等[12]应用后悔

理论导出了最优货币对冲决策的封闭解; Mulaudzi等[13]研究了具有后悔厌恶偏好的银行对贷款和国库卷的

最优配置问题; Egozcue等[14]分析了一个后悔厌恶型投资者对两个流动性风险资产的最优投资选择问题,
并对后悔厌恶投资者与风险厌恶投资者的投资行为进行了比较. 目前,还尚未有文献在后悔理论框架下研
究具有非流动性 PE基金资产类的连续时间投资组合优化问题.

随着金融市场的迅速变化,投资者通常需要根据市场环境的变化不断调整投资策略,因此,连续时间投
资组合问题成为学术界广为关注的研究领域.本文的主要贡献是: 1)在经典的 Merton投资组合模型[15] 框

架内,引入非流动的 PE基金,并考虑具有后悔厌恶行为的投资组合问题,给出了投资者的动态资本承诺策
略,以及如何在流动性股票和债券之间最优地进行再调整; 2)比较分析了不同偏好假设下的最优投资组合
策略.以往的文献几乎都只考虑单一的 CRRA或 HARA效用函数[16],本文则同时选取 CRRA和后悔厌恶
两种效用函数,研究不同行为偏好对投资组合配置的影响.研究发现: 后悔厌恶型投资者对 PE基金的资本
承诺比率低于 CRRA型投资者的承诺比率,会以更谨慎的态度对待 PE基金. 此外,当股票与 PE基金收益
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的相关性水平由正变为负时,后悔厌恶型投资者和 CRRA型投资者对 PE基金的承诺比率均由低到高逐渐
增加.

2 经经经济济济环环环境境境与与与市市市场场场模模模型型型

2.1 经经经济济济环环环境境境

假设一个具有无限期投资机会的机构投资者(有限合伙人),可以投资三种类型的资产: 无风险债券 B,
公开上市的股票 S,非流动的 PE基金 F.无风险债券和股票代表经典Merton模型[15]中的标准投资机会.

无风险债券(或货币市场基金)的价格过程 Bt满足

dBt = rBtdt, (1)

其中 r表示连续复利无风险利率.为了简便, r假设为一常数.

流动性股票的动态价格 St服从如下几何布朗运动

dSt = µSStdt+ σSStdWS,t, (2)

其中 µS(µS > r > 0)表示股票的预期收益率, σS表示股票收益的波动率, WS,t是标准布朗运动.这里为了简
化起见,假定股票不支付红利[17]. 注意到,如果股票支付红利,下面的分析也是同样成立的.

进一步,借鉴文献[18]对非流动性风险资产价格过程的建模方法,假定 PE基金的收益与股票的收益之
间具有线性相关性,本文采用如下的几何布朗运动来描述 PE基金的价值的动态演化过程

dFt

Ft
= (µF − γ)dt+ σFρdWS,t + σF

√
1− ρ2dWF,t, (3)

其中 µF(µF > 0)表示 PE基金的连续复利预期收益率, γ > 0表示 PE基金支付的连续资本分配率, σF 表

示 PE基金收益率的标准差, WF,t是与WS,t独立的标准布朗运动, ρ表示 PE基金收益与股票收益之间的线
性相关系数(|ρ| 6 1).

需要指出的是,本文假定 PE基金的资本分配率 γ 为常数,实际上,也可以考虑 γ 随时间确定性地或随

机变化的情形. 特别地,若取 γ = 0,则式(3)即为文献[5, 6]中给出的非流动性 PE基金的价格过程.

2.2 承承承诺诺诺资资资本本本的的的动动动态态态过过过程程程

由于缺乏成熟的二级市场,以及对出售 PE基金的合同限制, PE基金在终止时间 T 之前实际上是没有

交易的. PE基金的这个非流动性特征有两个主要的含义, 1) PE基金的股份不能像股票或债券那样可以在
二级市场即时购买. 相反,作为有限合伙人(LP)的投资者首先作出一个资本承诺,然后,在后续的时间里,作
为对资本募集的回应将投入特定数量的资金给基金(也称为资本提取). 这些资金承诺是不可逆的,而且,通
常在资金承诺给基金的时间和资金实际被基金提取用于投资的时间之间有很大的滞后; 2) PE基金的现金
分红(也称为资本分配)不能立即再投资于基金,同时,这些现金分红是很重要的,因为 PE基金的生命周期是
有限的[19].

基于上述原因,投资者不能像经典 Merton投资组合模型中那样,可以动态地选择持有 PE基金的比例,
而只能随着时间的推移,选择他们对基金的新的资本承诺数量. 考虑到 PE投资的这个特殊性,本文假设投
资者从其总投资组合 Pt 的当前值中按一定的比例连续的承诺资金给 PE基金. 若记 Ct 为投资者在 t时刻

未被提取的承诺资金,则有

dCt = Ptvtdt− Ctδdt, (4)

式(4)中的第一项(Ptvtdt)表示在 t 时刻投资者从其总投资组合 Pt 中以比率 vt 连续的做出资本承诺. 参
数 vt 是投资者的承诺比率,也是模型的第一个决策变量. 需要指出的是 vt 是严格非负的,因为对 PE基金
做出的资本承诺是不可逆的. 式(4)中第二项(−Ctδdt)反映了承诺资本是逐渐地被提取并投资于 PE基金的
事实,这里假设 PE基金是以某个固定的非负比率 δ 从剩余的未被提取的承诺资本 Ct 中进行资金提取. 参
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数 δ反映了市场中 PE基金的(平均)提取比例,在模型中是一个不能由投资者控制的外生变量.

2.3 投投投资资资组组组合合合的的的动动动态态态过过过程程程

为了定义投资组合的动态过程, 假设承诺资本 Ct 在实际被 PE 基金提取之前, 可以投资于股票和债
券,并且 PE基金的资本分红可以被再投资于股票和债券. 令 Lt 表示在时刻 t投资于股票和债券的流动财

富,并假定投资者将流动财富 Lt 的 πS
t 比例投入股票,而将 1 − πS

t 的比例投入债券. 同时,令 It 表示在时

刻 t投资于 PE基金的非流动财富.

上面的假设生成一个 Lt和 It的资金循环流,可以由下面的方程组描述

dLt = Ltπ
S
t

(
dSt

St

)
+ Lt(1− πS

t )

(
dBt

Bt

)
− Ctδdt+ Itγdt, (5)

dIt = It

(
dFt

Ft

)
+ Ctδdt. (6)

注意到 πS
t 是模型的第二个决策变量,这是因为股票和债券都被假设为流动资产,投资者可以随着时间

的变化,动态地调整流动财富 Lt中投资于股票的比例. 方程(5)和方程(6)表明由于投资者为了满足资本募集
的要求而必须卖出股票和债券,从而资金提取(Ctδdt)将减少投资组合的价值 Lt,而增加投资组合的价值 It.
另一方面, PE基金的资本分配(Itγdt)由于假定可以被再投资于股票和债券,因此它减少投资组合中非流动
资产的价值 It,而增加流动资产的价值 Lt.

将式(1),式(2)和式(3)中的
dBt

Bt
,
dSt

St
以及

dFt

Ft
代入到方程(5)和方程(6)中,可得

dLt = Lt

(
rdt+ πS

t (µS − r)dt+ πS
t σSdWS,t

)
− Ctδdt+ Itγdt, (7)

dIt = It

(
(µF − γ)dt+ σFρdWS,t + σF

√
1− ρ2dWF,t

)
+ Ctδdt, (8)

根据式(7)和式(8),即可给出投资者的总投资组合 Pt = Lt + It的价值动态方程

dPt = dLt + dIt

= Lt

(
rdt+ πS

t (µS − r)dt+ πS
t σSdWS,t

)
+ It(µFdt+ σFρdWS,t + σF

√
1− ρ2dWF,t). (9)

3 考考考虑虑虑后后后悔悔悔厌厌厌恶恶恶的的的行行行为为为投投投资资资组组组合合合优优优化化化

3.1 后后后悔悔悔厌厌厌恶恶恶型型型投投投资资资者者者的的的投投投资资资组组组合合合决决决策策策问问问题题题

考虑一个有限理性的、基于后悔厌恶行为的投资组合决策问题. 投资者的目标是最大化某个终端时
刻 T 的期末财富 PT 对应的期望效用. 具体地,投资者的决策问题是寻求最优投资比例 π̂S(t)和资本承诺策

略 v̂(t),使得下列目标函数达到最大,即

Max
v,πS

E [U(PT )− kg(U(Pmax
T )− U(PT )) ] , (10)

满足如下动态过程

dPt = Lt(rdt+ πS
t (µS − r)dt+ πS

t σSdWS,t) + It(µFdt+ σFρdWS,t + σF

√
1− ρ2dWF,t), (11)

dCt = Ptvtdt− Ctδdt, (12)

和约束条件

P0 = L0 = p0, I0 = 0, C0 = 0, (13)

vt > 0, ∀t ∈ [0, T ], (14)

其中效用函数 U(p) = pα/α, α < 1, α ̸= 0且 1− α为投资者的相对风险厌恶系数. g(·)是一个严格单调增
加的凸函数,反映了投资者的后悔厌恶行为[8,9], k > 0表示投资者的后悔厌恶程度.
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当 k = 0时,模型(10)的目标函数即为传统的 CRRA效用. 由于 g(·)是严格单调增加的凸函数,本文选

取后悔函数为 g(x) = xθ/θ,且 θ > 1.

模型(10)中 Pmax
t 为事后最优的投资组合水平. 投资者事后会比较三种资产的收益率,若在 t− 1时刻投

资者将财富全部投入到收益率最高的资产,则投资者可得到 t时刻最优的投资组合收益水平,即

Pmax
t = Pt−∆tmax

(
Bt

Bt−∆t
,

St

St−∆t
,

Ft

Ft−∆t

)
,

从而,投资者的决策问题转化为寻求最优投资比例 π̂S(t)和资本承诺策略 v̂(t),使得

Max
v,πS

E
[
Pα
T /α− k((Pmax

T )
α
/α− Pα

T /α)
θ
/θ
]
, (15)

满足动态过程和约束条件式(11)∼式(14).

问题(11)是一个跨期投资组合问题,这类问题也称为随机最优控制问题.投资组合财富过程 Pt 称为状

态过程(或状态变量),资本承诺比率 v(t)和股票投资比例 πS(t)称为控制过程,条件 vt > 0是一个控制约束,

以确保对 PE基金的资本承诺是严格非负的.

3.2 求求求解解解投投投资资资组组组合合合优优优化化化问问问题题题

求解连续时间投资组合问题的经典方法是由 Merton[15]提出的随机动态规划,或者由 Cox等[20]提出的

鞅方法. 遗憾的是,这些方法并不能直接用于求解最优控制问题(15)的解析解.一般来说,动态投资组合选择

问题仅在投资者的偏好与资产收益动态过程的某些特殊参数化情形才可以获得解析解.

随机模拟技术也可以用于给出动态投资组合问题的数值解.例如, Kraft等[21]应用 Monte Carlo模拟求

解连续时间生命周期最优住房、消费与投资决策问题.由于本文的目的是对包含 PE基金的动态投资组合问

题给出一个容易实施的求解策略,借鉴文献[1]的思路,本文采用不同于文献[18–21]的方法求解最优控制问

题(15).

首先,假定投资者可以连续地交易三种资产. 在时刻 t,记 wBt 表示投资于无风险债券的比例, wSt 表示

投资于风险股票的比例, wIt 表示投资于 PE基金的比例. 在可以连续再调整的假设下,则问题(15)退化为投

资者通过动态地选择三种资产的投资比例最大化期末财富的期望效用.

若记W (PT ) = Pα
T /α − k ((Pmax

T )α − Pα
T )

θ
/
(
αθθ

)
,应用 Merton[15]的随机动态规划方法,可以求得优

化问题(15)的最优解由下式给出(ŵS, ŵI) = − 1

PT

∂W

∂PT

(
∂2W

∂P 2
T

)−1

(µ− r1)T(ΩΩT)−1,

ŵB = 1− ŵS − ŵI,

(16)

其中 µ =

(
µS

µF

)
,1 =

(
1

1

)
Ω =

(
σS 0

ρσF σF

√
1− ρ2

)
.

记 (Pmax
T )α/α− Pα

T /α = A,经计算可得

− 1

PT

∂W

∂PT

(
∂2W

∂P 2
T

)−1

=
1 + kAθ−1

1− α+ kAθ−1(1− α) + kAθ−2(θ − 1)Pα
T

,

经过化简有

ŵS = −
(
∂2W

∂P 2
T

)−1
∂W

∂PT

(µS − r)σF − ρ(µF − r)σS

PT (1− ρ2)σ2
SσF

, (17)

ŵI = −
(
∂2W

∂P 2
T

)−1
∂W

∂PT

(µF − r)σS − ρ(µS − r)σF

PT (1− ρ2)σSσ2
F

. (18)

因此, 若给出参数 r, µS, µF, ρ, σS, σF, k, θ 以及 α 的具体数值,便可以求出相应的最优投资比例 ŵS,
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ŵI以及 ŵB. 从式(17)和式(18)的化简结果不难发现最优投资权重并不依赖于时间 t,这意味着最优投资策略

是不断地再调整投资组合,使得三种资产的投资比例保持不变.

然而,由于 PE基金的非流动性,投资者并不能动态地选择投资比例 wI,因此不可能对投资组合的头寸

不断的进行再调整,以使得对三种资产的投资比例不随时间发生变化. 为解决这一问题,假定投资者采用一

种短视的投资组合法则,试图使投资比例尽可能地接近忽略非流动性影响所获得的最优比例ŵS, ŵI和ŵB.

下面通过两个步骤来推导出最优投资策略.

首先,由于投资者可以连续地调整持有股票和债券的流动性财富,通过式(16)定义流动财富中持有股票

的最优比例为

π̂S =
ŵS

ŵS + ŵB
=

ŵS

ŵL
. (19)

式(19)意味着投资者将其流动性财富 Lt 以固定的比例 π̂S 投资于股票,而将剩余的 1− π̂S 比例投资于无风

险债券.

其次,为了获得最优承诺策略 v̂t,试图让总投资组合财富中投资于流动性资产的比例 wLt = Lt/(Lt +

It) 尽可能地逼近于 ŵL = ŵS + ŵB. 由于wIt = 1 − wLt, 此时投资组合中投资于 PE 基金的比例 wIt =

It/(Lt + It) 也将逼近于 ŵI. 为此,记变量 ct 表示在时刻 t的总投资组合财富中承诺投资于 PE基金的资金

比例,即ct ≡ Ct/(Lt + It),从而可以应用 Ito引理求出 wLt 的动态过程. 根据附录 A的推导过程,可得到下

面的随机微分方程

dwLt =
(
−ctδ + wItγ + wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2

S + wIt∆σ2
F)
)
dt−

wLtwIt

(
σF

√
1− ρ2dWF,t + (ρσF − π̂SσS)dWS,t

)
, (20)

其中∆µ = π̂S(µS − r)− (µF − r), ∆σ2
S = π̂S(π̂Sσ2

S − ρσSσF), ∆σ2
F = σ2

F − π̂SρσSσF.

方程(20)表明投资组合比例 wLt随着时间的变化而随机地发生变化. 投资者可以通过改变对 PE基金的

比例承诺 ct 来部分地影响 wLt 的动态过程. 假设投资者以 ∆t的频率做出新的资本承诺,类似于文献[1]的

思路,本文采用条件最小二乘法(CLS)[22]来确定对 PE基金的最优比例承诺 ct. 该方法的基本思想是,投资

者的最优策略是选择 t时刻的比例承诺 ct,使得目标投资比例ŵL 与 n个未来离散时间点 t +∆t, t + 2∆t,

. . . , t+ n∆t(∆t > 0)上的流动资产投资比例在 t时刻的条件期望的误差平方和最小. 即求解下面的最优化

问题

Min
ct

n∑
i=1

(
ŵL − Et [wLt+i∆t]

)2
. (21)

该目标函数考虑了在 t时刻的承诺资金不仅会影响在 t+∆t时刻投资于流动资产的比例,同时也会影

响在未来的离散时间点 t+ 2∆t, t+ 3∆t, . . . , t+ n∆t对流动资产的投资比例.

根据附录 B ,求解优化问题(21)可以得到最优比例承诺为

ĉt =
3(wLt − ŵL)/ ((2n+ 1)∆t) + wItγ + wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2

S + wIt∆σ2
F)

δ
. (22)

最后,利用这个结果便可以求出最优承诺比率 v̂t. 对附录 A中方程(30)给出的 ct 的动态过程应用离散

时间 Euler近似法,即可得到对 PE基金的最优比例承诺 ĉt与最优承诺比率 v̂t满足

ĉt = v̂t∆t+ ct−∆t(1− δ∆t−RP
t−∆t,t∆t), (23)

其中 RP
t−∆t,t∆t表示在 t−∆t时刻到 t时刻投资组合总价值 P 的年度化收益率.

由方程(23)即可求出年度化的最优承诺比率为

v̂t = max

{
ĉt − ct−∆t(1− δ∆t−RP

t−∆t,t∆t)

∆t
, 0

}
. (24)
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这里取最大值是为了保证在任意时刻 t的最优承诺比率 v̂t不能为负数.

由于 ct−∆t(1 − δ∆t − RP
t−∆t,t∆t) 是投资者在时刻 t 做出新的承诺之前尚剩余的比例承诺资本, 方

程(24)可以解释为,如果投资者的剩余比例承诺资本低于最优水平 ĉt,则其将对 PE基金做出新的承诺,而如

果剩余比例承诺资本超过了最优水平 ĉt,就不会做出新的承诺.

上面的推导给出了一个容易实施的动态投资与承诺策略,即投资者可以根据式(19)对流动性股票和债

券以及根据式(24)对 PE基金的承诺资本之间进行最优的资本再调整.

此外,将式(22)代入投资组合权重的动态过程式(20),可以得到下面的随机微分方程

dwLt = κ(ŵL − wLt)dt− wLtwIt

(
σF

√
1− ρ2dWF,t + (ρσF − π̂SσS)dWS,t

)
, (25)

其中 κ = 3/ ((2n+ 1)∆t). 对 κ, ŵL > 0.

过程(25)给出了 wLt 的均值–回复性质. 参数 κ控制投资比例 wLt 回复到其长期目标权重 ŵL 的速度,

σS与σF是该过程的波动参数.

4 数数数值值值模模模拟拟拟

在本节中,将通过数值模拟验证投资组合模型的合理性. 首先,假定股票和 PE基金具有相同的收益–风

险特征,对由式(19)给出的流动性资产投资比例和由式(24)所给出的 PE基金动态承诺策略进行数值模拟,

考察当股票和 PE基金的收益具有不同的相关性水平时,后悔厌恶型投资者和 CRRA型投资者的最优投资

组合策略与期望财富的变化情况. 其次,考察当股票和 PE 基金具有不同的收益–风险特征时,两种不同偏

好类型的投资者的最优投资组合策略与期望财富的动态变化过程.

4.1 参参参数数数选选选取取取

借鉴文献[1,5]的方法,本文选取参数使得对非流动性 PE基金的投资可以解释为对 PE的细分市场如并

购(buyout)与风险投资基金(VC)进行分散化投资,而对股票的投资则解释为对股票市场指数的投资.

首先,根据文献[23–25]的研究,本文假设可交易的风险股票与流通受限的 PE基金具有相同的收益率和

波动参数,并根据 Ang等[5]的估计结果,选取如下参数 µS = µF = 0.12, σS = σF = 0.15. 这种参数取值方法

的一个优点是它可以将非流动性对投资组合的影响与可能是由于两种风险资产具有不同的 Sharpe比而获

得的结果区分开来. 然后,再考察当股票和 PE基金具有不同的 Sharpe比时投资组合策略的变化情况.

借鉴文献[1]的研究结果,选取资金提取比率 δ 和现金分红比率 γ 的参数值分别为 δ = 0.52, γ = 0.22.

类似于文献[1, 5]的参数取值方法,在 CRRA情形,令相对风险厌恶系数为 1 − α = 6,同时,取无风险利率

为 r = 0.04.

进一步,假设投资期限为 10年且 ∆t = 0.25, n = 12. 即假设投资者在每个季度会对 PE基金做出新的

资本承诺,并且当决定最优承诺比率时,考虑这些承诺资金对接下来的 12 个季度的投资组合权重的影响.

此外,假设投资者的后悔厌恶参数 k = 5,且 θ = 2.

4.2 投投投资资资组组组合合合权权权重重重的的的动动动态态态过过过程程程

假设 I0 = 0, C0 = 0,且设风险股票与 PE基金的收益率相关系数 ρ = 0.6,即假设两种风险资产的收益

率具有较高的相关性,下面的图 1给出了后悔厌恶型投资者对流动资产(股票和债券)与非流动资产( PE基

金)的平均投资权重的动态变化过程,其中实线表示平均的资产投资权重,虚线之间的区域表示 95%的置信

区间. 以下结果是通过Monte Carlo模拟迭代 10 000次生成的, Monte Carlo 模拟的详细过程可参见附录 C.

与只包括股票和债券的 Merton投资组合问题不同的是,当非流动的 PE基金增加到投资组合中时,一

个主要的结果是对所有资产的投资权重变为随机的,并且会随时间的变化而大幅变动.由于不可能对 PE基

金的投资进行连续的调整,因此,投资者每季度对流动资产和非流动资产的投资权重都在一定范围内波动.

为了考察当股票的收益率与 PE基金的收益率不相关或为负相关时,投资组合权重的变化情况,下面的
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图 2和图 3分别给出了取 ρ = 0和 ρ = −0.2时,后悔厌恶型投资者对流动资产(股票和债券)与 PE基金的

平均投资权重的动态变化过程. 类似地,以下结果也是通过Monte Carlo模拟迭代 10 000次生成的.
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图 1a 流动资产的平均权重(ρ = 0.6)

Fig.1a Average weight of liquid assets(ρ = 0.6)
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图 1b PE基金的平均权重(ρ = 0.6)

Fig.1b Average weight of PE fund(ρ = 0.6)
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图 2a 流动资产的平均权重(ρ = 0)

Fig. 2a Average weight of liquid assets(ρ = 0)
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图 2b PE基金的平均权重(ρ = 0)

Fig. 2b Average weight of PE fund(ρ = 0)
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图 3a 流动资产的平均权重(ρ = −0.2)

Fig. 3a Average weight of liquid assets(ρ = −0.2)
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图 3b PE基金的平均权重(ρ = −0.2)

Fig.3b Average weight of PE fund(ρ = −0.2)

对比图 1与图 2 ,图 3 ,可以发现,当股票收益和 PE基金收益的相关性由正变为负时,后悔厌恶型投资

者投资于股票和债券的平均比例逐渐降低,而对 PE基金的平均投资比例则逐渐增加. 这表明,相对于 ρ为

非负的情形,当 ρ < 0时,后悔厌恶型投资者会更加偏好对 PE基金的投资.

4.3 最最最优优优承承承诺诺诺策策策略略略

下面的图 4,图 5和图 6分别给出了当股票收益率与 PE基金收益率的相关系数为 0.6, 0, −0.2 时,后悔
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厌恶型投资者与 CRRA型投资者对 PE基金的最优承诺比率 vt 的动态变化过程,其中实线表示平均承诺比

率 vt,虚线之间的区域表示 95%置信区间.
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图 4a 后悔厌恶型承诺比率的动态变化(ρ = 0.6)

Fig. 4a Dynamic change of regret aversion type commitment

rate(ρ = 0.6)
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图 4b CRRA型承诺比率的动态变化(ρ = 0.6)
Fig. 4b Dynamic change of CRRA typecommitment

rate (ρ = 0.6)
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图 5a 后悔厌恶型承诺比率的动态变化(ρ = 0)

Fig. 5a Dynamic change of regret aversion type commitment

rate(ρ = 0)
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图 5b CRRA型承诺比率的动态变化(ρ = 0)
Fig. 5b Dynamic change of CRRA type commitment

rate(ρ = 0)
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图 6a 后悔厌恶型承诺比率的动态变化(ρ = −0.2)

Fig. 6a Dynamic change of regret aversion type commitment

rate(ρ = −0.2)
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图 6b CRRA型承诺比率的动态变化(ρ = −0.2)
Fig. 6b Dynamic change of CRRA type commitment

rate(ρ = −0.2)

4.4 投投投资资资组组组合合合财财财富富富的的的变变变化化化

不失一般性,设 P0 = 1,下面的图 7给出了后悔厌恶型投资者与 CRRA型投资者的最优投资组合所对
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应的累积期望财富 Pt的动态变化过程.

从图 7可发现, 1)后悔厌恶型投资者的最优投资组合所获得的终端财富低于 CRRA型投资者的最优投

资组合所获得的终端财富; 2)当股票与 PE基金的收益率相关性由正变为负时,两种类型的投资者的最优投

资组合所获得的累积期末财富也都由低到高逐渐增加.
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图 7 累积财富动态(ρ = 0.6, 0,−0.2)

Fig. 7 Accumulated wealth dynamics(ρ = 0.6, 0,−0.2)

4.5 不不不同同同收收收益益益–风风风险险险特特特征征征的的的影影影响响响

为进一步考察当股票和 PE基金具有不同的收益–风险特征时,最优投资组合策略的动态变化,参照文

献[1]的方法,取µF = 0.2 > µs = 0.12 ,这意味着 PE基金的 Sharpe比是股票的 Sharpe比的两倍. 下面的

图 8给出了后悔厌恶型投资者和 CRRA型投资者对 PE基金的最优承诺比率的动态变化过程. 从图 8不难

看出,对不同的相关系数 ρ,后悔厌恶型投资者对 PE基金的资本承诺比率均低于 CRRA型投资者对 PE基

金的资本承诺比率.

此外,对 µF = 0.2, µs = 0.12,经计算发现,当股票和 PE基金的收益率相关性分别为 0.6, 0和 −0.2时,

后悔厌恶型投资者所获得的期末财富均低于 CRRA型投资者所获得的期末财富,与 4.4节的结论相似,这里

就不再给出详细的结果.
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图 8 承诺比率动态(ρ = 0.6, 0,−0.2)

Fig. 8 Commitment rate dynamics(ρ = 0.6, 0,−0.2)

5 结结结束束束语语语

借鉴行为经济学的后悔厌恶理论,在经典的 Merton投资组合框架基础上,建立了同时考虑具有非流动

性的 PE基金和投资者后悔厌恶心理的三资产连续时间投资组合优化模型. 本文通过提供一个动态承诺策

略,给出了考虑 PE基金的这些特殊特征的求解方案.模型的求解结果使我们可以直接考察 PE 基金的非流
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动性和投资者的后悔厌恶心理对最优资产配置与投资组合财富的影响,对当前关于 PE基金的收益和风险

特征的持续讨论具有重要的意义.此外,本文的求解方法也可以进一步推广到其他的具有资本承诺和期中

资本分配的非流动性资产类,例如特殊的房地产、基础设施基金等[1,5].

本文只考虑了投资者的投资组合决策问题,由于实际中投资者不仅要进行投资决策,还要做出消费决

策. 因此,分别从传统 CRRA型和后悔厌恶型投资者的视角出发,构建同时考虑投资与消费的连续时间动

态投资组合模型, 并设计有效的全局优化算法将是值得继续深入研究的问题.另外, 本文假定 PE基金的

价值过程服从几何布朗运动,一个自然的推广是通过在 PE基金的价值动态方程中加入跳跃或随机波动,

使 PE基金的收益率分布偏离正态分布,然而这通常只能以牺牲容易处理的解析解作为代价.
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附录 A 模型求解与Monte Carlo模拟算法

A.1 推导求解投资组合比例 wLt 和 wIt 的动态过程

定义X = (L, I)T,dX = (dL,dI)T, F (X) =
I

L+ I
≡ wI,由于 dwI ≡ dF (X),根据 Itô引理有

dwI = − I

P 2
dL+

L

P 2
dI +

I

P 3
dL2 − L

P 3
dI2 − L− I

P 3
dLdI, (26)

将式(7)和式(8)代入式(26),经过化简后可得

dwIt =
(
ctδ − wItγ − wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2

S + wIt∆σ2
F)
)
dt+

wLtwIt

(
σF

√
1− ρ2dWF,t + (σFρ− π̂SσS)dWS,t

)
, (27)

其中∆µ = π̂S(µS − r)− (µF − r), ∆σ2
S = π̂S(π̂Sσ2

S − σSσFρ), ∆σ2
F = σ2

F − π̂SσSσFρ. 变量 ct是 t时刻总投资组合财富

中投入到 PE基金的比例,即 ct ≡ Ct/(It + Lt).

可以使用类似的方法求出 wLt 的动态过程

dwLt =
(
−ctδ + wItγ + wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2

S + wIt∆σ2
F)
)
dt−

wLtwIt

(
σF

√
1− ρ2dWF,t + (σFρ− π̂sσS)dWS,t

)
, (28)

由于wLt + wIt = 1,便可以直接推出dwLt = −dwIt.

A.2推导求解对 PE基金的投资比例 ct

定义X = (L, I, C)T,dX = (dL,dI, dC)T, G(X) =
C

L+ I
≡ c,以及 dc ≡ dG(X),根据全微分公式,可得

dc = − C

P 2
dL− C

P 2
dI +

1

P
dC, (29)

将式(4)中的 dCt,式(7)中的 dLt 和式(8)中的dIt 代入到方程(29)中,经过化简可得

dct = vtdt− ctδdt− ct(wLt(rdt+ π̂S(µS − r)dt+ π̂SσSdWS,t) + wIt(µFdt+ σFρdWS,t + σF

√
1− ρ2dWF,t))

= vtdt− ctδdt− ctR
P
t dt, (30)

其中 RP
t 表示总投资组合 P 在 t时刻的年度化瞬时回报率,也即

RP
t dt = wLt(rdt+ π̂S(µS − r)dt+ π̂SσSdWS,t) + wIt(µFdt+ σFρdWS,t + σF

√
1− ρ2dWF,t).

附录 B 推导求解最优资本承诺比率 vt

首先,通过求解下面的优化问题给出投资者对 PE基金的最优投资比例ĉt,即

Min
ct

n∑
i=1

(
ŵL − Et[wLt + i∆t]

)2
. (31)
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问题(31)需要求出对 i = 1, 2, ..., n的 n个投资比例 wLt+i∆t 在时刻 t的条件期望的显式表达式. 对方程(28)应用离

散时间 Euler近似法,可以得到时刻 t的条件期望为

Et[wLt +∆t] = wLt +
(
−ctδ + wItγ + wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2

S + wIt∆σ2
F)
)
∆t,

Et[wLt + 2∆t] = wLt + 2
(
−ctδ + wItγ + wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2

S + wIt∆σ2
F)
)
∆t,

...

Et[wLt + n∆t] = wLt + n
(
−ctδ + wItγ + wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2

S + wIt∆σ2
F)
)
∆t,

上面的近似方案在∆t充分小的假设下是成立的,因为此时∆t的所有高阶项都为零,也即 (∆t)2 = (∆t)3 = ... = 0.

利用这些近似,通过对模型(31)中的目标函数求偏导数,再代入Et[wLt+i∆t],便可获得最优资本投资比例 ĉt,即

∂

∂ct

(
n∑

i=1

(
ŵL − Et[wLt + i∆t]

)2)
=δ(1 + n)n(ŵL − wLt)∆t+

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(−2δ)∆t2

(
− ctδ+

wItγ + wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2
s + wIt∆σ2

F)
)
= 0,

对上式化简即可解出 ĉt =
3(wLt − ŵL)/((2n+ 1)∆t) + wItγ + wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2

s + wIt∆σ2
F)

δ
, 从而便可利用

式(24)求出 v̂t.

附录 C Monte Carlo模拟

在本附录中,将给出基本动态模型的离散时间近似的Monte Carlo模拟算法.

首先,将时间区间 [t, T ]划分成N 个具有相同长度∆t的子区间,然后,在等距离时间点 t+∆t, t+2∆t, . . . , t+N∆t

模拟所有相关的变量. 对方程(28)应用 Euler 近似法,即可得到 wLt 的离散时间动态过程如下

wLt+∆t =wLt + (−ctδ + wItγ + wLtwIt(∆µ− wLt∆σ2
S + wIt∆σ2

F))∆t−

wLtwIt(σF

√
1− ρ2εF,t+∆t + (σFρ− π̂SσS)εS,t+∆t)

√
∆t, (32)

其中 εS,t+∆t, εS,t+2∆t, . . . , εS,t+N∆t 以及εF,t+∆t, εF,t+2∆t, . . . , εF,t+N∆t是两两间具有相关系数 ρ的独立同分布标准

正态随机变量序列.

根据方程(32),并注意到 wSt = π̂SwLt, wBt = (1− π̂s)wLt 以及 wFt = wIt = 1− wLt,从而可以直接求出其他投资

比例的离散时间动态过程.

对式(30)应用 Euler近似,可以得到 ct 的离散时间动态过程为

ct = v̂t∆t+ ct−∆t(1− δ∆t−RP
t−∆t,t∆t), (33)

其中 v̂t是由式(24)给出的最优承诺比率.

对方程(33),还需要计算出在时间 t−∆t到 t之间的年化投资组合收益率 RP
t−∆t,t. 为此,对式(9)中的Pt应用 Euler近

似,可以得到投资组合财富 Pt 的离散时间动态过程如下

Pt = Pt−∆t + Lt−∆t(r∆t+ π̂S(µS − r)∆t+ π̂sσSεS,t
√
∆t) + It−∆t(µF∆t+ σFρεS,t

√
∆t+ σF

√
1− ρ2εF,t

√
∆t),

于是,就可以给出年度化投资组合收益率

RP
t−∆t,t ≡

Pt − Pt−∆t

Pt−∆t
=wLt−∆t(r∆t+ π̂S(µS − r)∆t+ π̂SσSεS,t

√
∆t)+

wIt−∆t(µF∆t+ σFρεS,t
√
∆t+ σF

√
1− ρ2εF,t

√
∆t).


