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关键词拍卖中广告位数的事前分析与优化研究
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摘要:研究关键词拍卖中运营商关于广告位数的事前设定问题.首先,运用机制设计理论,建立了广告商价值独立于

广告位数的基本模型. 并进一步,考虑实际中广告位数会影响广告商价值,即价值存在负效应,构建了扩展模型;其

次,以最大化运营商收益为目标,得到了两个模型中最优广告位数的确定方法. 最后,针对扩展模型,通过数值仿真,

分别考察了负效应系数和竞拍人数对最优广告位数和运营商收益的影响规律.结果表明,在正则性假设下,两个模

型中边际收益随着广告位数的增加而递减,即最优广告位数存在且唯一;考虑广告商价值的负外部效应时,运营商

应提供更少的广告位;两个模型中,运营商均可通过增加竞拍人数提高收益.
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Abstract: This paper studies an ex ante decision making on the number of advertising slots for a search
engine. Firstly, a base model and an extended model are established according to mechanism design theory
and considering whether the valuation is independent of the slots’ number or not. Secondly, by maximizing the
revenue for the search engine, the optimal number of slots is obtained. Furthermore, in the extended model, the
impact of the externality parameter and the bidders’ number on the optimal number of slots and on the revenue
are analyzed by a numerical simulation. The results show that the marginal profit decreases monotonically
as the number of slots increases in the regular case, which means that the optimal number of slots exists and
is unique. In addition, the search engine should provide less slots considering the negative externality on
valuations. Both models suggest that the search engine can increase its revenue by inviting more bidders.
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1 引引引 言言言

拍卖理论是现代经济领域中一个十分引人注目的分支[1−3],而关键词拍卖已成为拍卖领域的重要组成

部分. 关键词拍卖,又称付费搜索拍卖、位置拍卖等,是搜索引擎运营商出售搜索结果页面上的广告位所采

用的一种方式. 近十几年来,基于互联网发展起来的关键词广告给搜索引擎带来了无限商机,是搜索引擎运

营商的主要收益来源[4]. 当用户在搜索引擎的搜索框内输入某一关键词时,搜索引擎生成一个结果页面,该

页面由自然搜索结果区域和与该关键词有关的广告区域组成,并且广告区域一般出现在自然搜索结果区域

的上方或右侧. 用户点击关键词广告链接即可进入广告商的产品页面并有可能完成交易,为广告商带来收

益.运营商以拍卖的方式出售这些广告位,并根据拍卖机制为广告商的广告分配位置以及确定其支付费用.

搜索结果页面上展示的广告数对运营商的收益有着很重要的影响. 目前,主要的搜索引擎如Yahoo!

和 Google等均在搜索结果页面上设置了有限个广告位,甚至针对某些关键词只设置一个广告位[5]. 韩国最

大的搜索引擎 Naver从 2010年开始根据不同的关键词事前设置不同的广告位数,并且将其值在拍卖前向广

告商发布.与传统关键词拍卖研究中将广告位数视为固定值不同,文献[6,7,14]将广告位数视作内生变量,研

究了运营商收益与广告位数间的关系. Kamijo等[6]基于GSP机制(广义第二价格机制)研究发现限制搜索结

果页面上的广告位数可提高运营商的收益. Kim等[7]基于 GSP机制探讨了最优广告位数的事前设定方法.

另外,一些学者通过实证研究发现: 1)搜索用户会被结果页面上的某些广告吸引而不去点击其他广告,

这就是说运营商设置的广告位数会影响广告位的点击率,即点击率存在外部效应[8] ; 2)广告位数也会影响

广告商的价值,即价值存在负外部效应[9−11]. 关键词拍卖中广告商的价值是指单次点击给广告商带来的平

均价值,受售卖商品的单位利润和转化率两种因素的影响[4]. 其中,转化率主要是由网站的设计质量、支付

的便利程度和产品的吸引力决定的. 由于针对同一个关键词的广告商常常提供相似的产品[12,13],所以,一同

展示的其他广告会影响某广告产品的吸引力,这就意味着广告商的价值受广告位数的影响.目前, Kim等[7]

已将点击率的外部效应引入到关键词拍卖模型中,并指出当新增广告位对原有广告位的点击率有蚕食作用

时,最优广告位数应减少. Kanota等[14] 也考虑了点击率的外部效应,发现运营商可通过减少广告位数增加

收益.而对价值的负外部效应的研究主要集中于考虑该效应对广告商竞价策略的影响,并未涉及最优广告

位数.

关于最优广告位数的主要研究[6,7,14]均基于 GSP机制,该机制也是目前关键词拍卖中应用最广泛的机

制.但是, “讲真话”不是 GSP机制的占优策略,这给广告商带来了额外的报价策略管理成本,造成社会福利

的损失,也给拍卖系统带来了不稳定[15,16]. 因此,在Myerson单物品机制设计理论[17]的基础上,很多研究者

致力于寻找激励广告商真实报价的最优关键词拍卖机制.例如,文献[18–20]研究了不同的条件和环境下最

优关键词拍卖机制的特征,并与 GSP和 VCG等机制进行了比较. 但是这些研究均将广告位数假设为外生

变量.

综上所述,目前关键词拍卖中,机制设计理论主要应用于设计最优化运营商收益的真实机制,尚未用于

最优广告位数的研究;而现有的关于最优广告位数的研究均基于 GSP机制,广告商不会按照其真实价值报

价. 并且,主要考虑了点击率的外部效应,尚未关注价值的负外部效应对最优广告位数的影响.然而,考虑价

值存在负外部效应时,广告位数会影响广告商的价值和报价,进而影响运营商的收益.因此,在最优广告位

数的事前设置研究中引入价值的负外部效应有很强的实际价值.鉴于此,本文将该效应引入到关键词拍卖

模型中,在激励广告商真实报价前提下,以机制设计理论为基础探讨最优广告位数的事前设置策略.本文分

别建立了广告商价值独立于广告位数的基本模型和广告商价值存在负外部效应的扩展模型;其次,以最大

化运营商收益为目标,研究了这两个模型中广告位数的事前设定方法,分析了考虑价值的负外部效应对最

优广告位数的影响;最后通过数理证明和仿真考察了竞拍人数和点击率对于最优广告位数和运营商收益的

影响,以期为运营商如何提高收益提供借鉴.
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2 基基基本本本假假假设设设和和和相相相关关关定定定义义义

首先给出如下基本假设:

1)运营商在拍卖前公布广告位的数量为 K, N 个风险中性的广告商竞争,其中 1 6 K 6 N ,且每个广

告商只能得到不超过一个广告位. L = {1, 2, . . . , N}表示广告商集合, S = {1, 2, . . . ,K}表示广告位集合;

2)关键词拍卖采用按点击支付(pay for per-click, PPC)模式,即运营商按照点击次数向广告商收取费用,

也就是说只有当搜索用户点击了广告链接,广告商才需要付费. 这里,广告商的价值 vi ∈ [ 0, v ]表示用户的

每次点击为广告商 i ∈ L 带来的收益,它与该广告商的广告所处的位置无关;用 bi 表示该广告商对每次点

击的报价. 假设广告商价值为私人信息且独立,并服从同一概率分布函数 F ,对应的概率密度函数为 f ;

3)搜索结果页面上某一广告的点击率等于广告被点击次数与显示次数之比.假设点击率只与广告所处

位置有关,与广告商(广告)无关,且不受广告位数的影响.用 θk 表示广告位 k ∈ S 获得的点击率,并按点击

率的大小给广告位编号,使得 θ1 > θ2 > · · · > θK ;

4)价值分布函数和点击率为共同知识. 广告商的价值和报价向量分别为 v = (v1, v2, . . . , vN)和 b =

(b1, b2, . . . , bN). v−i = (v1, v2, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vN)表示除了 i之外其他广告商的价值向量, f−i(v−i)表

示 v−i的联合概率密度函数. 令 T−i = [ 0, v̄ ]× [ 0, v̄ ]× · · · × [ 0, v̄ ] ⊂ RN−1表示除了 i之外其他广告商价

值集合的积.

一个关键词拍卖机制 (P,M)由分配规则 P 和支付规则M 组成. Pik(b)表示报价向量为 b时, 广告

商 i ∈ L得到第 k ∈ S 个广告位的概率; Mik(b)表示报价向量为 b时,获得第 k个广告位的广告商 i向运

营商提供的单次点击支付.用 (v−i, bi)表示其他竞拍者真实披露自己的价值 v−i,而广告商 i公布自己的报

价为 bi时的报价向量,此时,广告商 i获得的期望点击率为

qi(bi) = Ev−i

[
K∑

k=1

Pik(v−i, bi)θk

]
=

w
T−i

K∑
k=1

Pik(v−i, bi)θkf−i(v−i)dv−i, i ∈ L,

而广告商 i的期望支付为

mi(bi) =Ev−i

[
K∑

k=1

Mik(v−i, bi)Pik(v−i, bi)θk

]

=
w
T−i

K∑
k=1

Mik(v−i, bi)Pik(v−i, bi)θkf−i(v−i)dv−i, i ∈ L.

当所有广告商真实报价时,广告商 i的期望回报为

ui(vi) = viqi(vi)−mi(vi), i ∈ L. (1)

定定定义义义 1 若机制 (P,M)满足:

1) (可行性约束) Pik(b) > 0, 0 6
K∑

k=1

Pik(b) 6 1, 0 6
N∑
i=1

Pik(b) 6 1, i ∈ L, k ∈ S;

2) (激励相容)在关键词拍卖机制设计中,应保证参与拍卖的广告商 i上报真实价值 vi 时的期望回报不

小于谎报价值为 bi时的期望收益,即 viqi(vi)−mi(vi) > viqi(bi)−mi(bi), i ∈ L;

3) (个体理性)在关键词拍卖机制设计中,应保证参与拍卖的广告商 i获得非负的期望回报,即 ui(vi) >
0, i ∈ L,则该机制为可行机制.

定义 1的条件1)中的第一个不等式表示一个广告商得到广告位的概率非负;第二和第三个不等式意味

着每个广告商最多能得到一个广告位以及每个广告位最多能分配给一个广告商.

根据定义 1,得到一个可行机制应满足的具体条件.
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定定定理理理 1 若一个关键词拍卖机制 (P,M)满足下列条件:

1) mi(vi) = −ui(0) + viqi(vi) −
r vi

0
qi(t)dt, i ∈ L, 2) qi(t)是 t的非减函数, i ∈ L, 3) ui(0) > 0, i ∈

L, 4)可行性约束,则该机制为可行机制.

证明过程与文献[17]类似,本文不再详述.

3 关关关键键键词词词拍拍拍卖卖卖模模模型型型

3.1 价价价值值值独独独立立立于于于广广广告告告位位位数数数的的的基基基本本本模模模型型型

该模型中, 假设搜索结果页面上展示的广告数对广告商的价值没有影响. 若运营商使用可行机

制 (P,M),那么广告商的报价等于其价值,即 ∀i ∈ L,均有 bi = vi. 并且,广告商的支付满足定理 1中的条

件 1). 所以,广告商 i的事先期望支付为

E [mi(Vi)] =
w v̄

0
mi(vi)f(vi)dvi =

w v̄

0
viqi(vi)f(vi)dvi −

w v̄

0

(w vi

0
qi(t)dt

)
f(vi)dvi − ui(0)

=Ev−i

[w v̄

0

(
K∑

k=1

Pik(v)θk

)(
vi −

1− F (vi)

f(vi)

)
f(vi)dvi

]
− ui(0)

=Ev

[
K∑

k=1

Pik(v)θk

(
vi −

1− F (vi)

f(vi)

)]
− ui(0)

=Ev

[
K∑

k=1

Pik(v)θkϕ(vi)

]
− ui(0),

其中 ϕ(vi) = vi −
1− F (vi)

f(vi)
表示广告商 i的虚拟价值,如果 ϕ(vi)是 vi的增函数,称机制满足正则性假设.

运营商的事前期望收益为所有竞拍者的期望支付之和,可得
N∑
i=1

E [mi(Vi)] = Ev

[
N∑
i=1

K∑
k=1

Pik(v)θkϕ(vi)

]
−

N∑
i=1

ui(0).

由式(1)有 mi(0) = −ui(0),根据激励相容条件应有 ui(0) > 0,则mi(0) 6 0. 而关键词拍卖中广告商的期

望支付不可能为负,于是mi(0) = 0,因此 ui(0) = 0.

最优机制设计中,运营商的目标是找到使其收益最大的可行机制 (P,M),即

Max
P

Ev

[
N∑
i=1

K∑
k=1

Pik(v)θkϕ(vi)

]
. (2)

定义排序函数 π : N+ → N+, 对价值向量 v = (v1, v2, . . . , vN) 降序排列, 则广告商 i 的价值在所

有的广告商中排在第 π(i) 位. (v(1), v(2), . . . , v(N)) 为排序后的价值向量, 有 v(1) > v(2) > · · · > v(N),

其中 v(π(i)) = vi. 对应的虚拟价值为 (ϕ(v(1)), ϕ(v(2)), . . . , ϕ(v(N))), 如果机制满足正则性, 则 ϕ(v(1)) >
ϕ(v(2)) > · · · > ϕ(v(N)). 由式(2)可看出,虚拟价值越大的广告商,分配到点击率越高的位置时,运营商的收

益越高. 因此,当机制满足正则性假设时,最优化运营商收益的分配规则为:将广告商的价值按降序排列,价

值排在第 π(i)位的广告商 i,若 π(i) 6 K,获得第 π(i)个广告位;否则,得不到广告位. 具体表示为

Pik(v) =

1, k = π(i)

0, 其它, i ∈ L, k ∈ S.
(3)

该分配规则与 VCG机制的分配规则相同.根据收益等价原理[1],具有相同分配规则的任意两种激励相

容机制的期望支付只相差一个常数mi(0). 因本文中mi(0) = 0,所以,竞拍者在 (P,M)机制和 VCG机制

中的期望支付相同.在 VCG机制下,广告商真实报价,其支付等于他对其他广告商造成的效率损失.因此,
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对于价值排在第 π(i)位的竞拍者 i,若 π(i) 6 K,其期望支付为

mi(vi) =
K∑

j=π(i)

(θj − θj+1)v(j+1);

否则,支付为 0. 所以,机制 (P,M)的支付规则满足

Mik(v) =


K∑

j=k

(
θj − θj+1

θk

)
v(j+1), k = π(i)

0, 其它, i ∈ L, k ∈ S.

(4)

在分配规则(3)下,运营商的事前期望收益为

E

[
K∑

k=1

θkϕ(V
N
(k))

]
, (5)

其中 V N
(k)和 ϕ(V N

(k))分别表示当样本容量为 N 时,第 k高价值及其对应的虚拟价值.

为了便于表达,令 φN
(k) = E[ϕ(V N

(k))],则

φN
(k) =

N !

(N − k)!(k − 1)!

w v̄

0
(1− F (v))k−1F (v)N−k

(
v − 1− F (v)

f(v)

)
f(v)dv.

显然,点击率固定的前提下,当参与拍卖的人数确定之后,式(5)中运营商的收益受到广告位数的影响.

当运营商需事前设定广告位数时,其面临的决策问题表示为

Max
K∈L

K∑
k=1

θkφ
N
(k). (6)

式(6)是基于广告商的价值独立于广告位数的假设得到的,称之为基本模型.

3.2 价价价值值值存存存在在在负负负外外外部部部效效效应应应的的的扩扩扩展展展模模模型型型

由于针对同一关键词的广告商常常代表一个行业,因此搜索结果页面上一起展示的广告产品往往具有

相似性和可替代性. 即使一个用户在决定购买物品前会点击页面上所有的广告,即广告位数不影响点击率,

产品的可替代性仍可能导致用户在其他广告中完成交易. 也就是说结果页面上的广告数越多,某广告位对

应产品的转化率越低,这就意味着广告商的单次点击价值越低. 所以,广告位数会影响广告商的价值,即价

值存在负外部效应[9,10].

引入一个定义域为 [1, N ],值域为 (0, 1 ]且二阶可导的函数 g(x)来刻画价值的负外部效应,并且该函数

还具有下列性质 g(1) = 1, g′(x) < 0, g′′(x) 6 0. 显然, g(x)为凹函数,称 g(x)为负效应函数.

本文假设点击率不受广告位数的影响, 以及针对同一个关键词竞价的所有广告商的负效应函数相

同且为共同知识. 考虑价值的负外部效应, 当运营商事前宣布设置的广告位数为 K 时, 广告商 i 的价值

为 vig(K). 所以,根据负效应函数的性质,可知广告商的价值随广告位数的增加而减小且减小速度变快. 假

设运营商采用的可行机制为 (P̂ , M̂),其中 P̂ 表示分配规则, M̂ 表示支付规则. q̂i(vi)用来表示竞拍者 i获

得的期望点击率,而 m̂i(vi)表示其期望支付.竞拍者 i的期望回报为

ui(vi,K) = g(K)viq̂i(vi)− m̂i(vi), i ∈ L.

通过与基本模型相似的推导过程,可以得到运营商的事前期望收益
N∑
i=1

E [m̂i(Vi)] = Ev

[
g(K)

N∑
i=1

K∑
k=1

P̂ik(v)θkϕ(vi)

]
. (7)

因此,在机制正则的情况下,最优化运营商收益的分配方式与基本模型相同,仍然是将价值按照降序排

列,价值排在前K 位的广告商依次获得第 1到第K 个广告位.
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该机制下,获得第 k个广告位的广告商 i向运营商提供的单次点击支付可表示如下

M̂ik(v) =


K∑

j=k

g(K)

(
θj − θj+1

θk

)
v(j+1), k = π(i)

0, 其它, i ∈ L, k ∈ S.

(8)

运营商事前决定供应的广告位数,其决策模型为

Max
K∈L

g(K)
K∑

k=1

θkφ
N
(k). (9)

决策问题(9)表明将广告商价值的负外部效应引入到基本模型中,即为扩展模型.

4 广广广告告告位位位数数数事事事前前前优优优化化化分分分析析析

根据建立的基本模型和扩展模型,讨论最优广告位数的确定方法,比较分析价值的负外部效应对最优广

告位数的影响,并考察点击率对最优广告位数和运营商收益的影响.

4.1 基基基本本本模模模型型型中中中广广广告告告位位位数数数优优优化化化研研研究究究

根据式(6), 基本模型中最优广告位数为 L∗ = argmax
K∈L

K∑
k=1

θkφ
N
(k). 定义边际收益 ∆̄K 为广告位数

从K − 1增加到K 时运营商的收益增量,则 ∆̄K = θKφ
N
(K),其中K ∈ L.

引引引理理理 1 [6]在正则性假设下, φN
(j)是 j 的减函数,其中 j ∈ L.

命命命题题题 1 在正则性假设下,边际收益递减.

证明 由引理 1有 φN
(K) > φN

(K+1). 又因 θK > θK+1,所以∆̄K > ∆̄K+1,即边际收益是广告位数的单调

减函数. 证毕.

边际收益随着广告位数单调递减时,运营商可通过增加广告位数至边际收益为零时获得最大收益.因

此,可得到如下结论.

定定定理理理 2 基本模型中,最优广告位数值唯一.竞拍人数为 N 时,若 φN
(N) > 0,则最优广告位数 L∗ = N ;

否则,最优广告位数 L∗ =
[
L̄
]
,
[
L̄
]
表示 L̄的整数部分,其中 L̄满足 φN

(L̄)
= 0.

证明 由命题 1, 边际收益单调递减, 则存在唯一的最优广告位值. 若 φN
(N) > 0, 表示当广告位数

从 N − 1增加到 N 时,边际收益 ∆̄N > 0,则最优广告位数 L∗ = N . 如果 L∗ =
[
L̄
]
,则 L∗ 6 L̄ < L∗ + 1,

而 φN
(L̄) = 0. 所以由引理 1有 φN

(L∗) > 0, φN
(L∗+1) < 0. 那么, ∆̄L∗ > 0, ∆̄L∗+1 < 0 . 这就意味着当广告位数

从 L∗ − 1增加到 L∗ 时,运营商收益非减;当广告位数从 L∗ 增加到 L∗ + 1,运营商收益减少. 因此,当广告

位数为 L∗时,运营商收益最大. 证毕.

下面进一步分析竞拍者人数对运营商收益的影响.假设广告商人数为W 和M ,并且M > W ,对应的

最优广告数分别为 L∗
W 和 L∗

M ,运营商的收益分别为 R̄W 和 R̄M .

命命命题题题 2 运营商的收益是竞拍人数的增函数.

证明 首先,证明 L∗
W 6 L∗

M .

当 L∗
W < W , L∗

M < M 时, 根据定理 2 有 L∗
W =

[
L̄W

]
, φW

(L̄W )
= 0;L∗

M =
[
L̄M

]
, φM

(L̄M )
= 0.

因M > W ,由文献[6]可知 φN
(j) 是 N 的增函数,所以有 φM

(L̄W )
> φW

(L̄W )
= φM

(L̄M )
= 0,即 φM

(L̄W )
> φM

(L̄M )
.

故由引理 1有 L̄W < L̄M ,即 L∗
W 6 L∗

M ;

当 L∗
W = W , L∗

M < M 时, 有 φW
(W ) > 0, φM

(L̄M )
= 0, 则 φM

(W ) > φW
(W ) > 0. 因此, φM

(W ) > φM
(L̄M )

,

即W < L̄M ,所以 L∗
W 6 L∗

M ;

当 L∗
W 6 W,L∗

M = M 时,显然有 L∗
W < L∗

M . 证毕.
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根据式(6), R̄M −R̄W =
L∗

W∑
k=1

θk(φ
M
(k) − φW

(k))+
L∗

M∑
k=L∗

W+1

θkφ
M
(k).因 φN

(k)是N 的增函数,故 φM
(k)−φW

(k) > 0;

由定理 2可知,当 k 6 L∗
M 时, φM

(k) > 0. 所以 R̄M − R̄W > 0,即参加拍卖的人数越多,运营商的收益越大.

竞拍人数的增加使得供应商提供的广告位数增加,顾客点击新的广告也会为运营商带来利润. 同时,也

会加剧广告商间的竞争,激励广告商提高报价,因此运营商在原有广告位上的收益会增大.所以,样本容量

的增大会提高运营商的收益.命题2意味着运营商可通过招募更多的广告商参加拍卖来增加收入,这与直觉

上的判断是一致的.

4.2 扩扩扩展展展模模模型型型中中中广广广告告告位位位数数数优优优化化化研研研究究究

根据式(9),最优广告位数为

K∗ = argmax
K∈L

g(K)
K∑

k=1

θkφ
N
(k). (10)

广告位数从K − 1增加到K 时,扩展模型中运营商的收益增量即边际收益∆K 满足

∆K =
(
g(K)− g(K − 1)

)K−1∑
k=1

θkφ
N
(k) + g(K)θKφ

N
(K), K ∈ L. (11)

运营商提供的广告位数从 K − 1增加到 K 时,原 K − 1个位置上的广告商因价值受到新增广告位的

影响会降低报价,从而导致运营商在这些广告位上的收益下降. 若新增的第K 个广告位上广告商的虚拟价

值大于零,则运营商的收益增加,否则将会降低.

命命命题题题 3 扩展模型中最优广告位数不超过基本模型中的值,即K∗ 6 L∗.

证明 当 L∗ = N 时,显然有K∗ 6 L∗;当 L∗ < N 时,根据定理 2,有
L∗∑
k=1

θkφ
N
(k) >

L∗+1∑
k=1

θkφ
N
(k) > · · · >

N∑
k=1

θkφ
N
(k).

所以,可得

g(L∗)
L∗∑
k=1

θkφ
N
(k) > g(L∗ + 1)

L∗+1∑
k=1

θkφ
N
(k) > · · · > g(N)

N∑
k=1

θkφ
N
(k).

这就意味着,当事前设置的广告位数K > L∗ 时,扩展模型中运营商收益是K 的减函数. 因此,最优广告位

数K∗ 6 L∗. 证毕.

在扩展模型中,若K > L∗,当广告位数从K − 1增加到K 时,除了运营商在原来广告位上的收益减少,

新增广告位上广告商的期望虚拟价值小于零也对运营商的收益产生了负影响,故运营商的收益降低. 因此,

与基本模型相比,考虑价值的负外部效应后运营商应提供更少的广告位. 所以,在实际中,将该效应引入拍

卖模型对于运营商设置更合理的广告位数是至关重要的. 该结论与文献[7]中的结论相似. 因此,不论考虑价

值或点击率的负外部效应,运营商均应设置更少的广告位. 本文与文献[7]的结论可为运营商设置合理的广

告位数提供理论指导.

在命题 3的基础上,考察边际收益∆K 的单调性,易得到如下结论.

命命命题题题 4 负效应函数为凹函数时,边际收益∆K 单调递减,其中K ∈ {1, 2, . . . , L∗}.

证明 由式(11)有

∆K+1 −∆K = (g(K + 1)− g(K)− (g(K)− g(K − 1)))
K−1∑
k=1

θkφ
N
(k) +

(g(K + 1)− g(K))θKφ
N
(K) + g(K + 1)θK+1φ

N
(K+1) − g(K)θKφ

N
(K). (12)

根据 g′(x) < 0以及 g′′(x) 6 0,其中 x ∈ [1, N ],而K 6 L∗ 6 N ,因此
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g(K + 1)− g(K) < 0, g(K + 1)− g(K) 6 g(K)− g(K − 1),

并且由定理 2可知,当K ∈ {1, 2, . . . , L∗}时,有 φN
(K) > 0. 所以式(12)中等号右侧第一项和第二项均小于等

于零. 因 g(K +1) < g(K),有 g(K +1)θK+1φ
N
(K+1) − g(K)θKφ

N
(K) < 0. 因此,有∆K+1 −∆K < 0. 证毕.

根据命题 4,扩展模型中边际收益单调递减. 因此当边际收益为零时,运营商收益最大,据此可确定最优

广告位数.

定定定理理理 3 扩展模型中,最优广告位数值唯一.对于 ∀K ∈ {1, 2, . . . , L∗},若∆K > 0, ∆K+1 < 0,则最优

广告位数K∗ = K.

证明 由命题 4 可知, 扩展模型中, 边际收益单调递减, 所以存在唯一的最优广告位数值. ∆K > 0,

∆K+1 < 0,表示将广告位数从 K − 1增加到K 时运营商收益增加,但是从K 增加到K + 1时,运营商收

益降低,因此最优广告位数为K∗ = K. 证毕.

推推推论论论 1 如果

(
θ2
θ1

+ 1

)
g(2) 6 1,最优广告位数K∗ = 1.

证明 由引理 1和式(11)有

∆2 < (g(2)− g(1))θ1φ
N
(1) + g(2)θ2φ

N
(1) = θ1φ

N
(1)

(
g(2)− 1 +

θ2
θ1
g(2)

)
6 0,

即∆2 < 0. 这意味着广告位数由 1增加到 2时运营商收益减少,所以K∗ = 1. 证毕.

从推论 1可以看出,当第 2个广告位与第 ,或广告商价值受广告位数的影响较严重时,新增加的第 2个

广告位给运营商带来的收益将不足以补偿第 1个广告位上的广告商因价值的负外部效应而降低报价所导

致的收益损失.此种情况下,运营商应只设置 1个广告位.

实际中,搜索引擎如 Yahoo!, Google, Bing等结果页面上的广告数一般为个位数,并且针对某一些关键

词仅设置一个广告位. 这里,除太多广告会影响客户的体验之外,本文也从另一个角度解释了该现象.

4.3 点点点击击击率率率与与与最最最优优优广广广告告告位位位数数数和和和运运运营营营商商商收收收益益益的的的关关关系系系分分分析析析

基本模型中,运营商的收益是点击率的增函数,且由定理 2易知,最优广告位数不受点击率的影响.但

是, 在扩展模型中, 由定理 3和式(11)可知, 点击率影响最优广告位数的值.实际中, 搜索引擎会重点突出

某些广告位, 文献[6]针对该策略提出了一个简化形式, 称之为广告位 k– 加强(k–accentuation) 策略. 该策

略中, 点击率改变的方式为: 保持其他广告位的点击率不变, ∀k = 1, 2, . . . ,K∗, 增大第 k 个广告位的点

击率至 θk + η < θk−1. 假设点击率改变前扩展模型的最优广告位数和运营商的最大期望收益分别表示

为 K∗ 和 R. 而基于 k–加强策略改变点击率时,假设边际收益用 ∆k
K 表示,其中 K = 1, 2, . . . ,K∗,对应的

最优广告位数和最大期望收益分别为K∗
k 和 Rk. 下面分析该策略对最优广告位数和运营商收益的影响.

命命命题题题 5 扩展模型中,对于 ∀k = 1, 2, . . . ,K∗,基于 k–加强策略改变点击率时,

1)当 k ∈ {1, 2, . . . ,K∗ − 1}时,第 k 个广告位上点击率的增加使得最优广告位数非增,有 k 6 K∗
k 6

K∗;第K∗个广告位上点击率的增加不影响最优广告位数,即K∗
K∗ = K∗;

2) k值越小, k–加强策略对应的最优广告位数越少,有K∗
1 6 K∗

2 6 · · · 6 K∗
K∗−1 6 K∗;

3)运营商的收益增加,且有 R1 > R2 > · · · > RK∗ > R,即运营商在广告位 1–加强策略下的收益最大.

证明 当点击率的变化遵循 k–加强策略时,易证明边际收益 ∆k
K 递减,因此仍可用定理 3来判断最优

广告位数.

1)根据式(11),对于 ∀k = 1, 2, . . . ,K∗−1,有
∂∆K∗

∂θk
= (g(K∗)−g(K∗−1))φN

(k),
∂∆K∗

∂θK∗
= g(K∗)φN

(K∗),

以及
∂∆K∗+1

∂θK∗
= (g(K∗ + 1)− g(K∗))φN

(K∗). 由定理 3有 φN
(k) > 0,所以

∂∆K∗

∂θk
< 0,

∂∆K∗

∂θK∗
> 0,

∂∆K∗+1

∂θK∗
6 0.
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∂∆K∗

∂θk
< 0 表示 ∆K∗ 是点击率 θk 的减函数. 因此有可能存在 η, 当 θk增至 θk + η < θk−1时, 使

得∆k
K∗ < 0. 这就说明在 k−加强策略下,最优广告位数可能减少,即K∗

k 6 K∗. 根据式(11)边际收益为

∆k
k = (g(k)− g(k − 1))

k−1∑
l=1

θlφ
N
(l) + g(k)(θk + η)φN

(k) = ∆k + g(k)ηφN
(k) > ∆k > 0. (13)

式(13)中第一个不等号成立的原因为,当 k < K∗ 时, φN
(k) > φN

(K∗) > 0,因此∆k + g(k)ηφN
(k) > ∆k;第

二个不等号成立的原因为,根据命题 4,当 k < K∗时,广告位 k上的边际收益∆k > ∆K∗ > 0.而∆k
k > 0意

味着 k–加强策略下最优广告位数K∗
k > k. 所以,对于 ∀k = 1, 2, . . . ,K∗ − 1,有 k 6 K∗

k 6 K∗.

此外, ∆K∗ 随着点击率 θK∗ 的增大而增加,而 ∆K∗+1 却是 θK∗ 的减函数,因此当第 K∗ 个广告位的点

击率增加时,仍然有∆K∗ > 0, ∆K∗+1 < 0. 所以,最优广告位数不变,即K∗
K∗ = K∗.

2)点击率变化采用 k–加强策略时,对应的最优广告位数为K∗
k ,此时有 ∆k

K∗
k
> 0,以及 ∆k

K∗
k+1 < 0. 对

于 ∀k = 2, 3, . . . ,K∗,当点击率变化遵循 (k − 1)–加强策略时,根据式(11)有

∆k−1
K∗

k
−∆k

K∗
k
= η (g(K∗

k)− g(K∗
k − 1)) (φN

(k−1) − φN
(k)) < 0, (14)

这就意味着∆k−1
K∗

k
< ∆k

K∗
k
. 所以

∆k−1
K∗

k
< ∆k

K∗
k
> 0, (15)

∆k−1
K∗

k+1 < ∆k
K∗

k+1 < 0. (16)

式(15)和式(16)表明,在广告位 (k − 1)–加强策略下,当广告位数从 K∗
k − 1增加到 K∗

k 时,运营商的收

益可能会降低;当广告位数从K∗
k 增加到K∗

k +1时,运营商的收益肯定减少. 因此 (k− 1)–加强策略对应的

最优广告位数K∗
k−1 6 K∗

k ,故K∗
1 6 K∗

2 6 · · · 6 K∗
K∗−1 6 K∗. 这就说明对原点击率越高的广告位采取广

告位加强策略时,最优广告位数受到的影响越大,即最优广告位数减少的越多.

3)在广告位 k–加强策略下,其中 k ∈ {1, 2, . . . ,K∗ − 1},运营商在设定广告位数为最优值K∗
k 时,可获

得最大收益 Rk,因此有

Rk =g(K∗
k)

 K∗
k∑

l=1
l ̸=k

θlφ
N
(l) + (θk + η)φN

(k)

 > g(K∗
k+1)

K∗
k+1∑
l=1
l ̸=k

θlφ
N
(l) + (θk + η)φN

(k)



>g(K∗
k+1)

 K∗
k+1∑

l=1
l ̸=k+1

θlφ
N
(l) + (θk+1 + η)φN

(k+1)

 = Rk+1. (17)

在广告位K∗–加强策略下,运营商的最大收益为 RK∗ ,有

RK∗ = g(K∗)

(
K∗−1∑
l=1

θlφ
N
(l) + (θK∗ + η)φN

(K∗)

)
> g(K∗)

(
K∗−1∑
l=1

θlφ
N
(l) + θK∗φN

(K∗)

)
= R. (18)

根据式(17)和式(18),有 R1 > R2 > · · · > RK∗ > R. 证毕.

扩展模型中, k–加强策略主要从三个方面影响运营商的收益:首先,广告位数的减少会导致运营商的收

益损失;其次,广告位数的减少使价值存在负外部效应的广告商提高报价,运营商收益增加;此外,运营商的

收益也因第 k 个广告位点击率的增加而提高,并且提高程度与 k 有关. 因 k 值越小,对应广告位上的点击

率和广告商的报价越高. 所以,在点击率增量相同的情况下,对原点击率较高的广告位实施加强策略带来的

收益增量足以平衡因失去更多广告位而导致的收益损失.因此,按照 k–加强策略改变点击率时, k 值越小,

运营商应提供越少的广告位,却可获得更大的收益.该结论可为实际中运营商重点突出某些广告位的策略

提供决策支持. 另外,广告位 1–加强策略下运营商有可能仅提供一个广告位,这与推论 1的结论一致.
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5 计计计算算算与与与仿仿仿真真真研研研究究究

扩展模型中, 竞拍人数也会影响最优广告位数以及运营商的收益. 具体地, 假设广告商人数为 W

和 M , 并且 M > W 时, 对应最优广告数分别为 K∗
W 和 K∗

M , 运营商的收益分别为 RW 和 RM . 首先假

设K∗
M > K∗

W ,有

RM −RW =

K∗
W∑

k=1

θk
(
g(K∗

M)φM
(k) − g(K∗

W )φW
(k)

)
+

K∗
M∑

k=K∗
W+1

g(K∗
M)θkφ

M
(k). (19)

根据定理 3,当 k 6 K∗
M ,有 φM

(k) > 0,所以式(19)中第二项非负; g(K∗
W ) > g(K∗

M),而 φM
(k) > φW

(k),故

式(19)中第一项正负未知. 因此,无法判断 RW 和 RM 的大小. 同理,也可证明当 K∗
M < K∗

W 时,仍无法确

定 RW 和 RM 的大小关系.所以,扩展模型中,竞拍人数对于运营商收益的影响规律难以严格确定,下面拟

借助仿真方法进行探讨. 另外,扩展模型中最优广告位数不但与竞拍者人数有关,还与负效应函数有关. 因

此,本文将在负效应函数中引入一指标来表征广告位数对广告商价值的影响程度,在仿真中通过改变该系

数来分析价值的负外部效应与最优广告位数和运营商收益的关系.

具体仿真参数设置如下:

1)设负效应函数 g(x, δ) = 1− ((x− 1)/N)
1/δ,其中 x ∈ [ 1, N ]. 易知,对 ∀δ ∈ ( 0, 1 ],有 g(1, δ) = 1,

∂g(x, δ)

∂x
< 0,并且

∂2g(x, δ)

∂x2
6 0,满足 3.2节中对负效应函数的要求. 另外, lim

δ→0
g(x, δ) = 1,即当 δ → 0

时,广告商的价值不受广告位数的影响;并且,当 δ ∈ ( 0, 1 ]时,有
∂g(x, δ)

∂δ
< 0. 这意味着广告位数固定时,

δ 越大,广告商的价值受到广告位数的影响越大.所以参数 δ 可来用表示广告位数对广告商价值的影响程

度,称之为负效应系数. 在仿真中,通过在区间 ( 0, 1 ]改变系数 δ,考察其对最优广告位数和运营商收益的影

响规律;

2)根据文献[21], 2002年∼2003年 Overture的数据表明,参与某一个流行关键词的竞价人数一般都大于

等于 10. 随着近年来互联网行业的发展,目前对高附加值关键词竞价的广告商人数肯定会大大增加. 为了使

仿真更具说服力,本文将参与某一关键词竞价的广告商人数上限设置为 153,并假设至少有 3人参与竞价;

3)最优广告位数和运营商的收益均与价值分布函数有关, 故在仿真中选取电子商务中常用的三种价

值分布函数. 在这些分布函数下,分别考察竞拍者人数和负效应系数对运营商收益和最优广告位数的影响

规律.根据文献[7],假设广告商价值服从: [ 0, 10 ]上的均匀分布; [ 0,∞ )上参数为 1的指数分布; [ 1,∞ )上

的 Pareto分布,概率分布函数为 F (v) = 1− v−2. 显然,这三种分布下,虚拟价值均为价值的增函数,即满足

本文要求的正则条件;

4) Feng等[18]通过对 2003年 Overture前五位广告位的实际点击数据分析得出,实际广告位的点击率可

用等比数列 Θ = {0.70, 0.71, 0.72, . . . , 0.7k−1, . . . , 0.7K−1} 来模拟.

点击率保持固定的前提下,扩展模型中最优广告位数和运营商的收益主要受负效应系数和广告商人数

等两个因素的影响.这里,仿真考虑两种情况: 负效应系数固定,竞拍人数变化;竞拍人数固定,负效应系数

变化. 下面,在三种价值分布下,分别探讨这两种情况中最优广告位数和运营商收益的变化规律.

1)固定负效应系数 δ = 0.5. 广告商人数以增量 2从 3增加到 153时,三种价值分布下最优广告位数和

运营商收益随竞拍人数变化的关系曲线如图 1和图 2所示. 可以看出,三种价值分布下,最优广告位数和运

营商的收益都是竞拍人数的增函数.

增加竞拍者人数,意味着广告商对于广告位的竞争加剧而提高报价,运营商的收益增加;因广告商价值

存在负外部效应,增加广告位又会导致其报价降低,故运营商收益减少. 但是,当竞拍者人数逐渐增加到某
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一值时,人数的增加对收益的正影响可以抵消广告位的增加对收益的负效应,此时运营商可通过增加广告

位获得更高的收益.所以,竞拍人数在一定范围内增加时,最优广告位数保持不变;但是当广告商人数超过

某一个值后,最优广告位数将增加. 因此竞拍者人数变化时,最优广告位数的变化曲线为多阶梯形,如图 1

所示.
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图 1 竞拍者人数与最优广告位数的关系
Fig. 1 The relationship between the number of bidders

and the optimal number of advertising slots
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图 2 竞拍者人数与运营商收益的关系
Fig. 2 The relationship between the number of bidders

and the operator revenue

增加广告商人数至最优广告位数改变之前,广告位数对广告商价值的影响不变,但是增加竞拍人数使得

广告商的报价提高,因此运营商的收益逐渐增加. 当竞拍者人数超过某一个值时,最优广告位数增加,新增

的广告位给运营商带来了利润,此时竞拍人数和广告位的增加对收益的正效应大于增加广告位对收益的负

影响,运营商的收益也会增加. 所以,运营商收益是竞拍人数的增函数,如图 2所示. 这意味着运营商可通过

吸引更多的广告商参与拍卖来获得更高的利润.

2)固定竞拍人数 N = 50. 负效应系数在区间( 0, 1 ]以增量 0.05变化时,三种价值分布下最优广告位数

和运营商收益与负效应系数的关系如图 3和图 4所示. 由图可知,最优广告位数和运营商的利润均是负效

应系数的减函数.
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图 3 负效应系数与最优广告位数的关系
Fig. 3 The relationship between the negative effect coefficients

and the optimal number of advertising slots
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图 4 负效应系数与运营商收益的关系
Fig. 4 The relationship between the negative effect coefficients

and the operator revenue

当负效应系数增加时,广告商价值受到的影响变大,报价降低,导致运营商收益降低,但是此时保持原来
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的广告位数仍然可以使运营商收益最优. 当负效应系数超过到某一个值时,运营商可通过减少广告位数来

弱化价值的负外部效应对其收益的影响.因此,在一定范围内增加负效应系数时,广告位数会保持不变;但

是当该系数超过某一值时,广告位数会减少,如图 3所示.

增加负效应系数时,在最优广告位数变化前,因广告商报价降低导致运营商收益减少;减少最优广告位

数虽可减弱负效应系数的增加对价值的影响,但是广告位数的减少却意味着运营商获得收益的来源减少,

运营商的收益仍然降低,如图 4所示.

6 结结结束束束语语语

与传统文献中将广告位数视作外生变量不同,在考虑运营商拍卖前宣布广告位数的情形下,以最大化运

营商的收益为目标,研究了广告位数的设定策略.基于机制设计理论,根据不考虑和考虑广告位数对广告商

价值的影响,分别建立了基本模型和扩展模型. 经分析,发现两个模型中边际收益均为广告位数的减函数,

这就说明运营商可通过设置适当的广告位数得到最大收益.进一步,对比分析了两个模型中点击率对最优

广告位数的影响规律.可知基本模型中最优广告位数与点击率无关,但是扩展模型中当某一广告位的点击

率增加时,运营商应减少广告位. 另外,分析还指出两个模型中运营商均可通过招募更多的竞拍者来提高收

益.由于考虑了广告位数会影响广告商价值的实际情况,使得本文的结论贴近现实中运营商的决策行为.因

此,研究可为运营商的决策提供参考.

需要指出的是,文中假设广告位数对所有广告商价值的影响是相同的,实际中该假设较为严苛.对广告

商价值的负外部效应进行深化细化,将是下一步的研究方向．
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