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摘要: 为研究股市无穷跳跃和连续扩散行为特征,提出了一类能够捕捉无穷跳和扩散之间交互影响的动态跳–扩散

双因子交叉回馈模型. 借助 Lévy过程条件特征函数、局部风险中性关系和贝叶斯学习技术,给出了动态跳–扩散

随机过程的期权定价方法,并进行标准普尔 500指数欧式期权标准化合约的实证研究,对比了有限跳–扩散及无穷

跳–扩散模型定价差异.研究结果表明: 以 VG为基础的无穷跳–扩散全面优于 Merton的有限跳–扩散双因子模型;

跳–扩散交叉回馈模型具有最小的期权定价误差;跳跃行为相比扩散波动具有更高的持续性、更强的杠杆作用和

更高的风险市场价格.
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Abstract: In order to study the behaviors of infinite jumps and diffusions in stock markets, this paper presents
a dynamic double-factor-cross-feedback jump-diffusion process that captures the interaction between jumps
and diffusions. Using the conditional characteristic function of Levy process, local risk-neutral valuation re-
lationship and sequential Bayesian learning technology, this paper develops a generalized risk-neutral pricing
method for the dynamic jump-diffusion model, empirically studies the standardized European options on S&P
500 index, and gives a comprehensive comparison of the pricing accuracy between the finite activity jump-
diffusion model and infinite activity jump-diffusion model. Compared with the diffusion volatility, the infinite
activity jump-diffusion model (VG-JD) performs better than the finite jump-diffusion model (MJ-JD). The
cross-feedback model always performs the best with the lowest errors in option valuation. It also finds that, the
jumps have a higher persistence, stronger leverage effect and a higher market price.
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1 引引引 言言言

许多国家的金融市场都呈现波动率集聚效应,同时也存在非连续随机跳跃行为[1,2]. 2008年金融危机后,

市场的暴跌行为表现出很强的集聚性和持续性. 这些负向跳跃行为还会对市场造成更严重的长期影响,导

致衍生品市场也无法幸免于难[3,4]. 为了研究股市跳跃行为存在集聚特征及持续性效应时的期权定价问题,

本文提出了一类动态无穷跳–扩散双因子交叉回馈模型,并结合序贯贝叶斯学习方法以及局部风险中性估

值关系进行了期权定价的实证研究.一方面,量化跳跃行为的持续性水平和回馈效应,从而精确研究跳跃风

险的长期影响和回馈机制;另一方面,比较有限跳–扩散及无穷跳–扩散模型在期权市场上的定价差异.这些

研究结论将有助于丰富期权定价理论,同时也能为市场跳跃风险评估和监督管理提供新思路.

自上个世纪 60年代起,大量文献对资产价格模型进行了假设检验. 研究表明,随机跳跃和动态波动率被

认为是金融市场的重要特征. 如今,跳跃行为和扩散波动的共存问题也引起了学术界的广泛关注[5−8]. 传统

跳跃模型认为跳跃强度是一个常数,而金融危机发生之后,这种假设明显与市场表现不符.事实上,市场隐

含的跳跃强度和可观测的跳跃到达率都在随着时间改变,并出现跳跃集聚和联跳现象. Eraker等[9]通过 S&P

500以及纳斯达克 100指数的诊断和估计,给出了存在联跳行为的证据. Eraker[1]进一步表明, 市场中不仅

存在联跳行为,而且时变跳跃强度在期权和收益率的联合估计方面具有更好的表现. Christoffersen等[3]则

在Lévy-GARCH模型的基础上建立时变跳跃强度的离散时间模型,发现跳跃过程的风险溢价占据重要部分,

并得到了跳跃集聚的证据. Fulop等[4]采用随机波动率的跳跃自激发(self-exciting)模型研究联跳行为、集聚

现象和非对称回馈效应,研究结果表明,金融危机之后时变跳跃强度变得越来越显著. Lee等[10]对高频交易

数据进行了非参数统计检验, S&P 500指数及一些个股的随机跳跃间隔非常不规则,认为在价格和收益率建

模中应考虑时变跳跃强度. Aı̈t-sahalia等[11]提出了一类简化形式的跳跃集聚模型来研究跳跃自激发行为和

跳跃互激发现象(cross-exciting),并将跳跃强度作为市场压力的一项指标.这些研究从多个角度说明价格的

跳跃行为和扩散波动不仅共存,而且都存在相互作用的集聚性,价格模型中需要考虑动态的跳跃强度.

传统跳–扩散的期权定价模型主要考虑有限跳跃行为.然而有限跳跃模型无法解释市场大量高频率小

跳跃. Madan等[12]采用了任意时间内可发生无限次跳跃行为的 VG过程来研究股价的非连续性运动.研究

显示, VG跳跃在收益率拟合和期权定价方面可以替代有限跳–扩散过程. Lee等[10]的研究表明,不管是个

股还是指数,其跳跃行为都属于无穷活动率类型. Li等[13], Fulop等[4]直接采用了 VG这一无穷跳跃研究随

机波动率和跳跃行为.吴恒煜等[6]构建了一类 Lévy-GARCH模型进行期权定价的实证研究,研究显示, VG

和 CTS等无穷跳跃相比有限跳跃具有更好的定价表现. 当然,金融市场的跳跃行为不是彼此孤立存在的,跳

跃行为同样呈现聚集、自激发以及长记忆性的特点,且与波动率的变化存在相互非对称回馈作用. 陈浪南

等[14]构建了一类 ARVI-GARCH-J的混合 GARCH模型,证明跳跃行为与条件波动率之间相互直接回馈,且

条件波动率亦对跳跃预期能产生显著的回馈效应. Fulop等[4]的研究也发现,负向跳跃可以同时对收益波动

率和跳跃强度产生回馈作用,这种回馈效应也是非对称的. 吴恒煜等[6]进一步表明香港股市的纯跳跃行为

不仅存在持续性,还具有显著的杠杆效应,并影响期权定价. 其中 VG及调和稳态模型都能捕获尖峰、厚尾

特征,表明无穷跳跃行为在期权定价模型中起着重要作用[15]. 跳跃也被证明具有非对称的回馈效应.可见,

在动态跳–扩散双因子框架下研究无穷跳行为对期权定价的影响显得十分必要.

依据上述文献背景,本文提出了动态跳–扩散双因子交叉回馈模型,并对有限跳跃和无穷跳跃行为的期

权定价进行对比. 模型既可以刻画时变的跳跃到达率和波动率,也能研究跳跃自激发行为和波动率回馈机

制.在平稳性分析的基础上,量化无穷跳跃行为的群聚程度、杠杆效应及非对称性. 由于双因子交叉回馈模

型具有高度的非高斯性、非线性性,这给模型的参数估计和期权定价带来了极大的困难.针对此类动态模型,

本文在期权定价研究中参考 Christoffersen等[3]的局部风险中性关系,推导满足无套利条件的期权定价模型,

给出非高斯情形下的定价方法. 同时,考虑状态和参数的不确定性,采用贝叶斯学习方法进行模型估计,以
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提高风险溢价的估计精度1.这种参数学习方法考虑了模型的不确定性,一方面可以降低收益率尾部行为和

极端事件的影响,另一方面,投资者也能够根据最新观测序贯地更新自己的信念、逐步改进自己的认知,从

而得到更加可靠的估计,便于比较分析无穷跳–扩散和有限跳–扩散模型的定价结果.

2 跳跳跳–扩扩扩散散散双双双因因因子子子定定定价价价模模模型型型

2.1 价价价格格格过过过程程程

本文对股票价格取对数,并假设对数收益率的随机微分方程写成如下动态跳–扩散半鞅随机过程

dLt = µtdt+ σtdWt + xtdJt, (1)

其中 dLt 表示对数价格的变化, µt 表示漂移率. Wt 表示Winner过程, Jt 为跳跃达到率的计数器. σt 为扩散

瞬时波动率; xt 表示即时跳跃幅度.那么 σtdWt 为随机扩散项, xtdJt 为随机跳跃项,两者共存时,该模型就

是跳–扩散双因子模型. dJt称为瞬时的已实现跳跃到达率,它由时变的跳跃强度和跳跃活动率控制.

若假设跳跃强度及跳跃到达率随时间而变化,模型进化为动态跳–扩散随机过程. dJt 可描述时变的跳

跃活动率及动态的跳跃强度.由于 Lévy测度能够便利地描述随机跳跃行为的形态(比如便于区分跳跃的活

动率水平),并且提供封闭的特征函数表达式用于测度变换和参数估计,因此本文采用 Lévy过程的跳跃测

度来描述双因子中的跳跃行为.对数收益率受到两种不同类型的随机冲击:一种是连续扩散的布朗运动,其

扩散率为 σt, 也称扩散波动率和扩散风险; 另一种是跳跃行为造成的非连续性冲击, dJt 为跳跃行为的真

实到达率,是跳跃风险、市场发生跳跃的压力系数. 分别采用复合泊松跳跃的Merton Jump(MJ)和无穷跳跃

的 Variance Gamma(VG)两类随机过程刻画式(1)中的随机跳跃幅度.这两种过程分别代表有限跳跃和无穷跳

跃行为.其中有限跳跃的MJ随机过程的跳跃测度为

v(dx) = λMJ

1√
2πσMJ

exp

(
−(x− µMJ)

2

2σ2
MJ

)
dx,

其中 λMJ为跳跃强度, µMJ, σ
2
MJ分别为跳跃幅度的均值和方差,其矩母指数表示为

ϕx(u) = λMJ

(
exp

(
uµMJ +

u2σ2
MJ

2

)
− 1

)
.

无穷跳跃 VG过程可以表示为两个 Gamma随机过程的差,即

xt = Γ̇t(C,M)− Γ̇t(C,G), (2)

其中 VG过程的跳跃测度为

v(dx) =


C exp(Gx)

|x|
1(x<0)dx

C exp(−Mx)

x
1(x>0)dx,

(3)

G,M 分别控制负向跳跃和正向测度, G ̸= M 时具有非对称特点. 相应地,其矩母指数为

ϕx(u) = C ln
GM

GM + (M −G)u− u2
.

上述半鞅随机过程同时考虑了非连续性的跳跃行为以及扩散波动率,其特征函数也给本文的参数估计

和测度变换带来的极大的便利. 本文分别假设随机跳跃服从MJ和 VG这两类随机过程. MJ过程属于有限
1Eraker等[1], Li等[13], Fulop等[4]在研究中采用了贝叶斯方法进行模型的估计,并考虑了状态的不确定性或参数的不确定性,这些设定改

进了风险溢价的估计精度,表明了不确定性对资产定价有重要影响.吴恒煜等[6], Fulop等[4]分别针对 Lévy-GARCH和Lévy-SV模型引入了序
贯贝叶斯参数学习方法,并研究了该方法在风险管理、波动率预测及期权定价上的表现. 参数学习方法在风险溢价、风险测度和期权定价三个
层面上都有更优越的表现.
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跳跃模型. 相比 MJ而言, VG过程既能够捕获类似泊松这样的大跳跃,也能捕获比扩散还小的无穷小跳跃.

下文进一步引入时变的跳跃到达率,从而构建动态的跳–扩散双因子模型,并分析跳跃行为的集聚效应和波

动率回馈特征.

2.2 风风风险险险溢溢溢价价价

根据离散观测变量的特征,此节进一步对半鞅模型进行离散化,得到两类随机冲击的风险溢价和市场价

格.用 zt表示扩散因子 dWt, ht代表局部已实现跳跃到达率 dJt,那么对数收益率可以表示为2

yt = lnSt − lnSt−1 = µt − ϕx (ht)−
σ2
t

2
+ htxt + σtzt, (4)

其中 zt服从标准正态分布,跳跃随机因子的矩母指数为 ϕx (u) = lnE[eux],用以对跳跃项进行凸度修正,使

得该随机过程为一个指数鞅.

如果定义 λJ, λD 分别为跳跃行为的风险市场价格、扩散风险的市场价格,那么,资产对数收益率的连续

漂移率可拆解为

µt+1 = rt+1 + λJht+1 + λDσt+1. (5)

上式将收益率分解为三部分: 无风险收益、承受跳跃冲击的风险补偿以及扩散波动率的风险溢价. λJ

表示单位跳跃风险的市场价格, λD 表示单位扩散风险的市场价格.对股票的溢价进行分离,得到不同风险

对应的市场价格,便于进一步推导模型的风险中性定价关系.

2.3 交交交叉叉叉回回回馈馈馈

以往文献中,对扩散和跳跃双因子进行动态化建模的方法有很多,为了研究动态跳跃强度和扩散波动率

之间的相互影响,本文提出一种更为广义的跳–扩散交叉回馈模型,即采用下式来联合捕获跳跃集聚和波动

率非对称回馈,令(
h2
t+1

σ2
t+1

)
=

(
α10

α20

)
+

(
β11 β12

β21 β22

)(
h2
t

σ2
t

)
+

(
α11 α12

α21 α22

)(
h2
t (xt − γJ)

2

σ2
t (zt − γD)

2

)
. (6)

若用 Vt 代表收益率的总方差,那么它由扩散导致的方差和跳跃导致的方差组成. 其中 α10, α20 分别为

已实现跳跃到达率和条件波动率的截距项,而 βij, i, j = 1, 2则反映了 j 的历史状态对 i状态的滞后影响.

同理, αij, i, j = 1, 2反映了 j 的历史冲击对 i状态的回馈效应,当 i = j 时,表示自身回馈, i ̸= j 为交叉

回馈; γJ, γD 则分别体现跳跃和扩散冲击的杠杆系数,用以捕获信息对波动率冲击的非对称性. 此模型能

够完整地描述波动率、跳跃的集聚和非对称相互作用,它既包含自身影响,又包含交叉影响,因此本文称之

为“动态跳–扩散双因子交叉回馈模型”(后文简写为 CFJDEC).上述模型包括了许多现有文献提出的模型,可

作为研究的比较对象.根据 αij, βij = 0, i ̸= j 是否成立的设定, CFJDEC模型内嵌了多种跳–扩散过程. 例

如,当 α1j, β1j = 0, j = 1, 2时,上式简化为常见的条件异方差模型,而当 α2j, β2j = 0, j = 1, 2时,式(5)退

化成为单因子纯跳跃 Lévy-GARCH模型. 对于双因子模型而言, CFJDEC嵌套了以下跳–扩散过程类型,包

括: 1)半回馈(half-feedback, HFJDEC): β12, β21, α12 = 0,与 Fulop等[4] 提出的 SE-M类似,包含了跳跃对波

动率的回馈、跳跃自激发行为和波动率集聚效应,但该模型未纳入波动率对跳跃的回馈和交叉影响,因此称

为“半回馈机制”,是本文的对比模型. 2)互回馈(interact-feedback, IFJDEC):即 β12, β21 = 0,属于跳–扩散相

互回馈模型,但未纳入历史跳跃率和历史波动率之间的交叉影响,因此,称为“互回馈机制”模型. 3)交叉回

馈(cross-feedback CFJDEC): βij, αij ̸= 0,全面纳入历史跳跃率和历史波动率之间的持续性影响和交叉回馈

效应,因此称为“交叉回馈机制”模型.
2这里 ht = ∆Jt. 作为计数器, dJt 表示瞬时的跳跃到达率,那么 ht 是单位时间内随机跳跃已经发生的次数,与有限跳跃模型通常所用的

跳跃强度不同.由于本文假设随机跳跃是无穷活动率的,其跳跃强度为无穷大,因此不能直接采用跳跃强度来表示跳跃风险. 本文避开跳跃强
度这一潜在变量,使用跳跃到达率作为跳跃风险指标,一方面适用于所有有限和无穷活动率的跳跃模型,另一方面减少了隐变量,降低了模型
复杂度.使用跳跃到达率的类似研究,可参见文献[4,6,13].
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研究表明,跳跃的出现不仅自身激发出后续的跳跃行为,还会导致波动率发生联跳,并引起各自的非对
称回馈效应,因此跳跃行为对波动率的回馈是一项不可忽视的重要特征[1,4,11]. 然而,现在文献尚未考虑扩
散波动率反馈于跳跃行为的研究.式(5)含有跳跃对扩散波动率回馈效应的特征之外,还额外考虑了跳跃和
扩散对彼此的持续性影响和交叉的非对称回馈,具有更好的兼容性. 参数的边界条件参见附录 A.

3 跳跳跳–扩扩扩散散散双双双因因因子子子模模模型型型的的的风风风险险险中中中性性性变变变换换换

在进行期权定价研究之前,需要对随机因子进行局部等价鞅测度变换,从而构建风险中性测度下的价格
随机模型. 由于模型的状态变量具有时变性,因此,本文借助 Duan[10]和 Christoffersen[1]的局部风险中性估

值关系(LRNVR)来推导无套利定价框架. 首先, LRNVR能够解决局部状态随条件变化的测度变换问题;同
时,该方法提供了满足 Esccher转换的一般等价鞅测度的解析解;另外,这种变换方法还捕捉了历史测度和
风险中性测度的紧密联系.本节以交叉回馈模型CFJDEC为例,阐述其风险中性定价变换方法,其他简约模
型是 CFJDEC的特例. 在任意 0 < t < T 时刻,股票价格的离散模型为

St = St−1 exp

(
rt + λJht + λDσt − ϕx (ht)−

σ2
t

2
+ htxt + σtzt

)
. (7)

现引入测度变换的 Esscher因子,根据等价测度关系,真实测度 Pt 下的双因子随机模型与条件等价鞅

测度(EMMs)Qt应满足

ξxt,zt(ϑ1, ϑ2)|Ft−1 =
dQt

dPt

∣∣∣Ft−1 =
e−ϑ1xt−ϑ2zt

E[e−ϑ1xt−ϑ2zt |Ft−1]
= e−ϑ1xt−ϑ2zt−ϕx(−ϑ1)−

ϑ2
2
2 , (8)

而风险中性的 Qt测度下为无风险收益,因此 ϑ1, ϑ2应满足

EQt [eyt |Ft−1] = E[eytξxt,zt(ϑ1, ϑ2)|Ft−1] = ert .

联合上述两式,即

λJht + λDσt = ϕx(ht) + ϕx(−ϑ1)− ϕxt
(ht − ϑ1) + ϑ2σt. (9)

同理,双因子模型中的随机冲击 x, z在 Qt测度下的矩母指数表达为

ϕQt
x (u) = lnEQt [eux] = lnE[euxξx,z(ϑ1, ϑ2)] = ϕx(u− ϑ1)− ϕx(−ϑ1), (10)

ϕQt
z (u) = lnEQt [euz] = lnE[euzξx,z(ϑ1, ϑ2)] = −ϑ2u+

u2

2
. (11)

上式说明,连续扩散的风险中性等价鞅仅仅发生了位移而不改变其方差,而非连续性跳跃的形变则较为
复杂,不仅分布发生了位移,而且形状也会有所改变.根据式(9)和式(10),跳跃和扩散风险溢价满足

λD = ϑ2, (12)

λJ =
ϕx(ht)− ϕQt

x (ht)

ht

=
∞∑

n=0

(−ϑ1)
nϕ

(n)
x (0)− ϕ(n)

x (ht)

n!ht

, (13)

其中 ϕ(n)
x (u) =

dnϕx(u)

dun
.

很显然,在存在跳跃的情形下, ϑ1 成为风险中性期权定价的唯一的自由度.综合上述结果,满足风险中
性鞅测度时股票价格服从

S∗
t = S∗

t−1 exp
(
rt − ϕx∗ (ht)− σ2

t /2 + htx
∗
t + σtz

∗
t

)
, (14)

作为等价鞅的映射关系.将上述结果代入式(5),有(
h2
t+1

σ2
t+1

)
=

(
α10

α20

)
+

(
β11 β12

β21 β22

)(
h2
t

σ2
t

)
+

(
α11ϕ

′′
x(−ϑ1)α12

α21ϕ
′′
x(−ϑ1)α22

)h2
t

(
x∗
t −

γJ−ϕ′
x(−ϑ1)√

ϕ′′
x (−ϑ1)

)2

σ2
t (z

∗
t − (γD + ϑ2 ))

2

 . (15)
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在期权定价中,只要校准得到 ϑ1的值,即可一一对应地确定风险中性条件下随机变量的分布,并进行定
价,从而实现期权的无套利定价研究,在非完全市场上,也给了无套利模型一个新的自由度,这为带跳跃行
为的无套利定价研究提供了理论基础. 其中 VG过程的跳跃行为等价鞅位移及二阶关系 ϕ′

x(−ϑ1), ϕ
′′
x(−ϑ1)

为(参见附录 B)

ϕ′
x(−ϑ1) =

C

M + ϑ1

− C

G− ϑ1

, ϕ′′
x(−ϑ1) =

C

(M + ϑ1)2
+

C

(G− ϑ1)2
.

VG过程的风险中性测度满足 (C,G − ϑ1,M + ϑ1). 另外, MJ过程的跳跃行为等价鞅位移及二阶关
系 ϕ′

x(−ϑ1), ϕ
′′
x(−ϑ1)为(参见附录 C)

ϕ′(−ϑ1) = λMJe
−µMJϑ1+

ϑ2
1σ2

MJ
2 (µMJ − ϑ1σ

2
MJ), ϕ′′(−ϑ1) = λMJe

−µMJϑ1+
ϑ2
1σ2

MJ
2 ((µMJ − ϑ1σ

2
MJ)

2 + σ2
MJ).

MJ过程的风险中性测度满足

λ∗
MJ = λMJe

−µMJϑ1+
ϑ2
1σ2

MJ
2 , µ∗

MJ = µMJ − ϑ1σ
2
MJ, σ2∗

MJ = σ2
MJ.

有了上述关系,即可实现测度变换和期权定价实证研究.

4 期期期权权权定定定价价价实实实证证证研研研究究究

4.1 数数数据据据选选选取取取

本节以 S&P 500及其标准欧式期权作为研究对象.时间从 2009–01–01∼2015–08–31. 首先以日对数收
益率作为观测数据进行贝叶斯分析,为后文模型的定价提供信息.期权方面,选取了同时期 S&P 500指数的
标准化欧式期权. 所谓标准化期权,是指远期价格严格等于执行价的平价欧式期权. 市场上是没有如此精确
的标准化期权的,交易所为了方便估计市场的隐含波动率指数信息,对平价期权进行了加权,从而构造了恰
好 F = K 的虚拟的标准化期权. 相对而言,标准化合约涵盖了交易最为活跃而最少噪声的平价期权.

4.2 参参参数数数估估估计计计

由于模型包含多维非线性状态变量, 本节采用参数学习方法进行估计. 该方法结合了 MCMC 和
序贯蒙特卡罗的粒子滤波技术, 可同时实现参数和变量的联合估计, 从而得到更加稳健的实证结果[6].
其中 yt, xt 分别表示 t 时刻的观测变量和状态变量, 令 Θ 为 CFJDEC 模型参数, 再将收益率序列记
为 y1:T = {y1, y2, . . . , yT},跳跃到达率 x0:T = {x0, x1, . . . , xT}为潜在变量. 根据贝叶斯法则,在 t时刻,

p (Θ, x0:t |y1:t ) ∝ pϑ (x0:t |y1:t,Θ ) p (Θ |y1:t ) . (16)

采用粒子滤波计算跳跃状态的后验密度 pϑ (x0:t |y1:t,Θ ). 第二部分 p (Θ |y1:t ) 是参数的先验密
度 p (Θ)和似然函数 p (y1:t |Θ )的乘积.对于参数的更新,则引入MCMC方法,抽样规则为Θ∗ ∼ N(Θ̂, Σ̂),
其接受率为

α (Θ∗) = 1 ∧
p (Θ∗) p (y1:t |Θ∗ )N

(
Θ;Θ∗, Σ̂

)
p (Θ) p (y1:t |Θ )N

(
Θ∗;Θ, Σ̂

) . (17)

令 ω̄(Θ(m))满足式(16),这是一个标量,重新抽样后,等于 1/M ,此时,参数的均值和方差阵分别为

Θ̂ =
M∑

m=1

Θ(m)ω̄
(
Θ(m)

)
, (18)

Σ̂ =
M∑

m=1

(
Θ(m) − Θ̂

)
ω̄
(
Θ(m)

)(
Θ(m) − Θ̂

)T
. (19)

相比现有研究,本文提出的 CFJDEC框架考虑了跳–扩散之间的交叉影响.以往的模型一般只研究跳
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跃行为自身的持续性,或仅分析跳跃对波动率的回馈. CFJDEC具有很好的兼容性. HFJDEC模型与 Fulop
等[4]类似, 属于半回馈, 是本文的基准模型. IFJDEC 相比 HFJDEC, 进一步考虑了波动对跳跃的互回馈,
CFJDEC是另外两个模型的一般化. 其中参数抽样数为 800,状态抽样数 400,这样就得到了 320 000组粒子.
各模型参数估计和风险中性变换结果参见表 1.

表 1 定价模型的参数
Table 1 Parameters of pricing models

模型
历史测度(收益率) 风险中性测度(期权)

HFJDEC IFJDEC CFJDEC HFJDEC IFJDEC CFJDEC

λJ 0.124 2 (0.023 1) 0.119 9 (0.023 3) 0.054 8 (0.015 1) – – –
λD 0.086 2 (0.022 2) 0.088 7 (0.028 7) 0.045 6 (0.015 2) – – –
α10 1.383 3e-05 (3.821 2e-06) 9.152 4e-06 (2.962 2e-06) 3.185 4e-06 (1.190 1e-06) 1.383 3e-05 9.152 4e-06 3.185 4e-06
β11 0.444 5 (0.039 3) 0.410 1 (0.044 7) 0.375 1 (0.015 1) 0.444 5 0.410 1 0.375 1
β12 – – 0.180 8 (0.010 7) – – 0.180 8
α11 0.166 9 (0.010 0) 0.125 3 (0.013 9) 0.092 9 (0.012 7) 0.038 5 0.033 6 0.066 2
α12 – 0.045 1 (0.014 7) 0.020 5 (0.008 8) – 0.045 1 0.020 5
γJ 1.563 7 (0.084 9) 1.851 0 (0.148 7) 1.614 0 (0.123 7) 3.602 5 3.899 6 2.039 8
α20 1.275 3e-06 (8.556 6e-07) 1.409 0e-06 (1.054 7e-06) 1.914 2e-06 (1.274 5e-06) 1.275 3e-06 1.409 0e-06 1.914 2e-06
β21 – – 0.174 5 (0.011 6) – – 0.174 5
β22 0.346 9 (0.033 2) 0.341 9 (0.039 0) 0.364 7 (0.015 1) 0.346 9 0.341 9 0.364 7
α21 0.011 1 (0.004 5) 0.016 4 (0.007 7) 0.071 0 (0.009 8) 0.002 6 0.004 4 0.050 6
α22 0.109 0 (0.018 5) 0.080 7 (0.020 4) 0.088 6 (0.011 1) 0.109 0 0.080 7 0.088 6
γD 1.603 7 (0.173 6) 1.695 0 (0.273 5) 1.326 7 (0.111 3) 1.689 9 1.783 7 1.372 3

MJ MJ*
λMJ 0.684 8 (0.008 9) 0.633 7 (0.005 7) 0.482 6 (0.102 1) 0.718 6 0.668 5 0.504 4
µMJ -0.347 3 (0.002 8) -0.403 5 (0.011 5) -0.313 2 (0.082 1) -0.428 4 -0.489 8 -0.398 2
σMJ 0.808 2 (0.003 3) 0.848 4 (0.002 3) 0.827 1 (0.039 3) 0.808 2 0.848 4 0.827 1

VG VG*
CVG 0.821 8 (0.026 5) 0.896 4 (0.031 0) 1.375 3 (0.033 8) 0.821 8 0.896 4 1.375 3
GVG 2.224 8 (0.061 9) 2.249 9 (0.080 0) 1.882 3 (0.081 3) 2.160 6 2.130 1 1.827 5
MVG 3.742 2 (0.197 8) 3.439 7 (0.207 2) 2.081 2 (0.155 6) 3.866 4 3.559 5 2.136 0

表 1显示,跳跃存在自激发行为,且跳跃行为对波动率也是有显著的非对称回馈的,负跳将导致更大的
波动率变化. 研究表明,波动率的非对称回馈来自跳和扩散两方面,且跳跃方面的非对称性回馈强于扩散方
面的波动率回馈. 同时,跳跃风险的市场价格,即市场对跳跃风险的补偿也是远远高于扩散风险的.

4.3 期期期权权权定定定价价价

本节将在 CFJDEC(交叉回馈), HFJDEC(半回馈), IFJDEC(互回馈)三种不同回馈机制下比较有限跳–扩
散和无穷跳–扩散过程定价差异.

关于 S&P 500指数的样本外期权定价,结果参见表 2. 根据跳跃风险溢价结果,以市场价格作为 ϑ1, ϑ2

的替代变量进行风险中性转换.此时, VG参数、杠杆系数变换为

C∗ = C, M∗ = M + ϑ1, G
∗ = G− ϑ1,

γ∗
J =

γJ − ϕ′
x(−ϑ1)√

ϕ′′
x(−ϑ1)

, γ∗
D = γD + ϑ2.

同理,风险中性测度下, MJ的参数演变为

λ∗
J = λJe

−µJϑ1+
ϑ2
1σ2

J
2 ,

µ∗
J = µJ − ϑ1σ

2
J, σ

2
J
∗
= σ2

J.

在上述基础上,采用 MCMC法对风险中性价格进行模拟,得到表 2的 VG跳–扩散模型及 MJ跳–扩散
模型的期权定价误差. 表中列出了期权的市场价格和模型的理论价格之间的定价损失函数. 其中 AAE为
绝对平均误差, ARPE为平均相对误差百分比, RMSE均值平方根误差, RRMSE相对均值平方根误差百分
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比. 实证结果表明,跳跃的风险溢价高于扩散的风险溢价,跳跃和波动率集聚类似,具有更强的集聚效应和
杠杆效应. 根据期权定价方面的比较结果, 不管是价格方面的误差还是隐含波动率方面的误差, VG 无穷
跳–扩散模型表现都优于MJ有限跳–扩散模型,且交叉回馈模型(CFJDEC)的定价误差最小,精度显著优于半
回馈(HFJDEC)和互回馈模型(IFJDEC).

表 2 模型的定价误差
Table 2 Pricing errors of models

VG无穷跳–扩散模型误差 MJ有限跳–扩散模型误差

CFJDEC IFJDEC HFJDEC CFJDEC IFJDEC HFJDEC

Price IV Price IV Price IV Price IV Price IV Price IV

总体误差

AAE 4.908 9 2.148 9 25.491 5 10.789 1 35.429 5 15.050 3 6.981 3 2.900 1 54.212 9 22.427 2 66.193 8 27.573 5
ARPE 0.151 6 0.147 1 0.720 2 0.707 5 0.993 9 0.979 5 0.194 3 0.183 8 1.509 1 1.421 6 1.842 6 1.747 8
RMSE 6.556 5 2.913 0 27.495 5 11.280 1 37.632 8 15.436 8 8.924 4 3.679 3 59.611 9 23.370 4 71.952 6 28.446 6
RRMSE 0.216 5 0.211 0 0.773 7 0.761 1 1.040 8 1.026 4 0.269 3 0.262 0 1.542 1 1.525 3 1.867 9 1.849 9
短期误差

AAE 4.803 5 2.892 8 15.540 4 9.276 8 21.391 4 12.827 4 5.011 7 3.014 4 25.562 5 15.352 3 32.761 9 19.722 7
ARPE 0.203 6 0.201 5 0.648 9 0.638 5 0.879 9 0.868 1 0.194 2 0.191 0 0.990 5 0.972 7 1.269 5 1.249 6
RMSE 6.279 7 3.757 5 17.248 2 10.270 8 22.691 8 13.567 6 6.619 9 3.943 5 26.971 8 16.150 7 33.916 0 20.363 5
RRMSE 0.282 7 0.279 0 0.761 8 0.751 6 0.980 3 0.968 5 0.302 2 0.298 0 1.159 9 1.147 0 1.437 7 1.423 1
中期误差

AAE 4.725 6 2.011 7 24.553 6 10.449 6 35.386 5 15.111 6 6.033 3 2.526 0 52.517 9 22.480 4 64.980 5 27.854 3
ARPE 0.133 2 0.131 9 0.676 8 0.668 2 0.969 9 0.959 7 0.162 2 0.156 8 1.411 9 1.395 6 1.747 0 1.729 3
RMSE 6.210 1 2.608 9 25.565 5 10.851 0 36.110 5 15.387 6 7.977 8 3.334 0 53.348 3 22.792 1 65.643 2 28.094 9
RRMSE 0.181 4 0.178 3 0.719 9 0.711 3 1.006 2 0.996 0 0.234 5 0.230 1 1.480 3 1.468 0 1.813 5 1.800 0
长期误差

AAE 5.228 5 1.764 0 34.031 1 11.771 4 47.063 9 16.330 8 8.929 6 3.004 0 81.735 0 28.473 1 97.881 9 34.147 3
ARPE 0.117 0 0.113 0 0.742 4 0.731 1 1.023 7 1.010 6 0.191 9 0.183 2 1.756 5 1.736 4 2.103 5 2.082 4
RMSE 6.850 3 2.309 6 34.741 9 11.992 7 47.588 9 16.486 6 10.684 9 3.612 4 82.319 4 28.640 1 98.345 2 34.273 5
RRMSE 0.157 5 0.152 9 0.767 6 0.756 3 1.045 5 1.032 4 0.243 8 0.237 3 1.801 4 1.784 7 2.147 4 2.130 0

5 结结结束束束语语语

随机跳跃行为和波动率集聚是股票价格模型与期权定价中的重要因素.金融市场中非连续跳跃也具有
集聚性和持续性. 为此,本文基于半鞅随机过程提出了一类动态无穷跳–扩散双因子交叉回馈模型,用以捕
捉跳跃和扩散之间的交互影响,进一步借助条件特征函数傅里叶变换(FFT)、序贯贝叶斯学习方法以及局部
风险中性估值关系进行了期权定价的实证研究.本文模型不仅捕捉了跳跃和波动率的交叉回馈,而且对有
限跳–扩散模型及无穷跳–扩散模型的期权定价进行了全面比较. 理论方面,通过 Lévy过程条件特征函数给
出了广义的动态跳–扩散过程的风险中性定价框架;实证方面,借助序贯贝叶斯学习技术、量化矩阵和期权
定价损失函数分析,比较了有限跳及无穷跳双因子模型的期权定价差异.综上所述,随机跳跃与连续扩散之
间不仅存在交叉回馈效应，同时无穷跳跃行为在资产定价中扮演着极其重要的角色,忽视跳跃风险将影响
资产定价的准确性. 投资者和各方监管机构在定价、对冲和监管过程中应当重视股市中的随机跳跃行为.
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附录 A 参数边界分析

根据式(5)半鞅跳–扩散模型假设,展开为

h2t+1 = α10 + β11h
2
t + β12σ

2
t + α11h

2
t (xt − γJ)

2 + α12σ
2
t (zt − γD)2,

σ2
t+1 = α20 + β21h

2
t + β22σ

2
t + α21h

2
t (xt − γJ)

2 + α22σ
2
t (zt − γD)2.

对跳跃到达率h2t+1求条件期望,有

E[h2t+1|h2t ] = α10 + β11h
2
t + β12σ

2
t + α11h

2
tE[(xt − γJ)

2] + α12σ
2
tE[(zt − γD)2]

= α10 +
(
β11 + α11(E[x

2
t ]− 2γJE[xt] + γ2J)

)
h2t +

(
β12 + α12(E[z

2
t ]− 2γJE[xt] + γ2D)

)
σ2
t

= α10 +
(
β11 + α11(E[xt]

2 + var(xt)− 2γJE[xt] + γ2J)
)
h2t + (β12 + α12(var[zt] + γ2D))σ2

t

= α10 +
(
β11 + α11(µ

2
J − 2γJµJ + γ2J + σ2

J)
)
h2t + (β12 + α12(σ

2
D + γ2D))σ2

t

= α10 +B11h
2
t +B12σ

2
t .

其中 µJ 和 σ2
J 表示随机跳跃 xt 的均值和方差, σ2

D 表示随机扩散 zt 的方差,

B11 = β11 +A11, A11 = α11((µJ − γJ)
2 + σ2

J), B12 = β12 +A12, A12 = α12(σ
2
D + γ2D).

同理,对扩散波动率σ2
t+1求条件期望之后,有E[σ2

t+1|σ2
t ] = α20 +B21h

2
t +B22σ

2
t ,且

B21 = β21 +A21, A21 = α21((µJ − γJ)
2 + σ2

J), B22 = β22 +A22, A22 = α22(σ
2
D + γ2D).

为进一步求解无条件期望,并得到参数的边界和模型的约束条件,首先联立跳跃到达率和扩散波动率的条件期望表

达式,有 E∞[h2t+1|h2t ] = α10 +B11h
2
t +B12σ

2
t = h2t , E∞[σ2

t+1|σ2
t ] = α20 +B21h

2
t +B22σ

2
t = σ2

t .
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再联立跳–扩散双因子的无条件期望,有 h2 =
A10 (1−B22) +A20B12

(1−B11) (1−B22)−B12B21
, σ2 =

A20 (1−B11) +A10B21

(1−B11) (1−B22)−B12B21
.

系数A11, A22分别度量跳跃和扩散的“自回馈效应”, A12, A21分别度量跳跃和扩散的“互回馈”. 上述系数都是标量.

整个状态向量所受冲击的持续性 Ball 可以表示为

Ball = 1− ((1−B11) (1−B22)−B12B21) = B11 +B22 −B11B22 +B12B21.

为满足方差和跳跃到达率的不为负及有界性,上述指标应该满足如下条件

0 < 1−B11 6 1, 1 < 1−B22 6 1, 0 < (1−B11) (1−B22)−B12B21 6 1.

附录 B VG跳跃测度变换
∆Xt 的矩母指数表达为 ϕx(u) = C(ln(GM)− ln(G+ u)− ln(M − u)),那么

ϕQt

∆Xt
(u) = EQt

[
eu∆Xt |C,G,M

]
= ϕ∆Xt

(u− ϑ)− ϕ∆Xt
(−ϑ)

= C(lnGM − ln(G+ u− ϑ)− ln(M − u+ ϑ))− C(lnGM − ln(G− ϑ)− ln(M + ϑ))

= C(lnG∗M∗ − ln(G∗ + u)− ln(M∗ − u)),

其中M∗ = M + ϑ,G∗ = G− ϑ.

同时 ϕ′
∆Xt

(u) =
C

M − u
− C

G+ u
; ϕ′′

∆Xt
(u) =

C

(M − u)2
+

C

(G+ u)2
.

附录 C MJ跳跃测度变换
根据MJ跳–扩散过程的矩母指数(这里是一般情况,考虑扩散项,因此有 5个参数)

ϕx(u) = µu+ u2σ2/2 + λJ
(
exp(uµJ + u2σ2

J/2)− 1
)
.

那么 ϕQt

∆Xt
(u) = EQt

[
eu∆Xt |µ, σ, λJ, µJ, σJ

]
= ϕ∆Xt

(u− ϑ)− ϕ∆Xt
(−ϑ)

= µu+ (u− ϑ)2σ2/2 + λJ

(
exp((u− ϑ)µJ + (u− ϑ)2σ2

J/2)− 1
)
+

(−ϑ)2σ2/2 + λJ

(
exp(−ϑµJ + (−ϑ)2σ2

J/2)− 1
)

= µ∗u+ u2σ2/2 + λ∗J

(
exp(µ∗

Ju+ u2σ2
J/2)− 1

)
,

其中 λ∗J = λJexp(−µJϑ1 + ϑ21σ
2
J/2), µ

∗
J = µJ − ϑ1σ

2
J, σ

2
J
∗
= σ2

J .

同时 ϕ′(−ϑ1) = µ− ϑσ2 + λJexp(−µJϑ1 + ϑ21σ
2
J/2)(µJ − ϑ1σ

2
J);

ϕ′′(−ϑ1) = σ2 + λJexp(−µJϑ1 + ϑ21σ
2
J/2)((µJ − ϑ1σ

2
J)

2 + σ2
J).


