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保险公司和再保险公司的最优投资策略
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摘要:假设保险公司和再保险公司面临的赔付过程是带漂移的布朗运动.保险公司可以向再保险公司购买比例再

保险,两公司均可以投资于一种无风险资产和一种价格服从几何布朗运动模型的风险资产,并以到期财富的期望效

用最大化为目标.根据随机控制理论建立相应的 HJB方程并求解,分别得到了保险公司与再保险公司的最优投资

和再保险策略的解析解,并分析了同时满足双方利益的再保险策略.最后通过数值实例分析了各模型参数对最优策

略的影响.
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Optimal investment strategy for both insurer and reinsurer

Wang Suxin, Rong Ximin
( School of Science, Tianjin University, Tianjin 300072, China)

Abstract: In this paper, the claim process is modeled by a Brownian motion with drift. The insurer is allowed to
purchase reinsurance and both the insurer and the reinsurer are allowed to invest in a risk-free asset and a risky
asset whose price process is described by geometric Brownian motion model. By applying stochastic control
theory, the utility maximization model and the corresponding HJB equation are established. Furthermore,
closed-form expressions for the optimal investment-reinsurance strategies for both the insurer and the reinsurer
are derived, and some properties of the strategies are analyzed. Finally, numerical analysis is provided to
illustrate the effect of parameters on the optimal strategies.
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1 引引引 言言言

作为保险的保险,再保险有助于原保险公司分散经营风险,控制保险责任,稳定业务经营,扩大承保能

力,是整个保险体系中非常重要的一个环节. 当直接保险人对其承保的风险不能承受时,就有必要进入再保

险市场,将超过自身承受能力的一部分风险和责任转嫁给其他保险人分担,这种对“分散风险,分摊损失”的

需求直接导致了再保险的产生.

保险公司的核心问题是风险管理与控制,即对保险公司的盈余进行管理和控制,所以近年来保险公司的

投资与再保险问题引起了大量关注. Browne[1]用带漂移的几何布朗运动模型来模拟保险公司的盈余过程,

最早研究了指数效用函数下以及破产概率最小化目标下的最优投资策略. Yang等[2]考虑跳–扩散模型下的
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最优投资问题.同时,许多文献也从不同角度研究了再保险问题. Højgaard等[3]研究了扩散风险模型下收益

函数最大化的最优比例再保险问题,得到了最优策略和值函数的近似表达式. Kaluszka[4]考虑了均值方差模

型下的最优再保险策略. Bai等[5]考虑了不允许卖空情况下,投资于多种风险资产的最优投资和再保险策略.

Schmidli[6]研究了扩散模型下使保险公司破产概率最小化的最优比例再保险策略. Cao等[7]在扩散风险模型

下,得到了使到期财富的指数效用最大化的投资和再保险策略. Zhang等[8]考虑了含交易费用的投资和再保

险问题. Zeng等[9]考虑了均值方差目标下时间一致的保险公司最优投资与再保险策略. Zeng等1在 CEV模

型下研究了保险公司的最优投资和再保险问题.最优投资和再保险问题的研究还可参考文献[10–13].

上述再保险投资的研究有一个共同特点,即他们只考虑了保险公司的利益,假设再保险公司不可以在金

融市场中进行投资,因而忽略了再保险公司的收益和风险. 为了改进现有研究的不足,本文将同时考虑保险

公司和再保险公司的利益,假设保险公司可将资产投资于一种风险资产和一种无风险资产,并购买再保险,

同时再保险公司也可以在金融市场中进行投资.根据随机控制理论,分别建立了保险公司和再保险公司最

优问题的 HJB方程,得到了保险公司与再保险公司的最优投资和再保险策略的解析解.并分析了保险公司

和再保险公司都满意的再保险策略所需满足的条件,最后给出数值实例分析模型参数对最优投资和再保险

策略的影响.

2 财财财富富富过过过程程程

2.1 保保保险险险公公公司司司的的的财财财富富富过过过程程程

根据 Promislow等 [14], Grandell [15] 以及 Bai等 [5]的研究,保险公司的赔付过程可以由扩散过程来逼近,

假设保险公司的赔付过程满足

dC(t) = adt− bdW 0(t), (1)

其中 a > 0表示索赔率, b > 0表示赔付过程的波动率, W 0(t)是标准布朗运动.

由 Yi 等 [12], 在实际问题中, 为了避免出现负索赔的情况, 波动幅度不能过大, 即要求 a/b 足够

大 (a/b > 3). 保费费率 c0 = (1 + θ)a,安全负荷 θ > 0. 假设保险公司可以购买一定比例的再保险来分散风

险. q1(t)表示 t时刻购买再保险的比例,保险公司所支付的再保险费用为 c1 = (1 + η)aq1,其中 η是再保险

公司的安全负荷且 η > θ > 0. η 越大,再保险费用就越高. 根据式(1),购买比例再保险后,保险公司的盈余

过程为

dR(t) = c0dt− (1− q1)dC(t)− c1dt = (θ − ηq1)adt+ b(1− q1)dW
0(t). (2)

除了再保险,假设保险公司可以将资产投资于金融市场上的一种无风险资产(债券或银行账户)和一种

风险资产(股票或基金).

S0表示无风险资产的价格过程,满足如下方程

dS0(t) = r0S0(t)dt,

其中 r0 > 0是无风险利率.

一般情况下,金融研究者使用几何布朗运动模型来模拟股票价格.实践表明这种近似是有效的,因此它

被广泛应用于金融市场. 设风险资产价格为 S1,服从几何布朗运动模型

dS1(t) = r1S1(t)dt+ σS1(t)dW
1(t), r1 > r0, (3)

其中 r1 是风险资产的期望收益率, σ 是随机波动率, W 1(t), t > 0为定义在概率空间(Ω,F , P )上的标准布

1Zeng Y, Li Z F. Optimal Investment and Proportional Reinsurance for Insurers with a CEV Risk Price. Guangzhou: Sun Yat-sen University, 2011.
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朗运动.

用一个随机过程对 α(t) = {q1(t), π1(t)}t∈[0,T ] 来描述策略 α,其中 q1(t)表示在 t时刻的再保险比例,

π1(t)表示 t时刻投资于风险资产上的金额,则 X(t) − π1(t)表示 t时刻投资者投入在无风险资产上的金

额. 在本文中,假设风险资产不允许卖空,即必须满足 π1(t) > 0;另一方面,允许从货币市场借款(利率 r0),

即X(t)− π1(t)没有严格的限制.给定一个投资与再保险策略,保险公司的财富过程X(t)可以表示为

dX(t) = c0dt− (1− q1(t))dC(t)− c1dt+ (X(t)− π1(t)) r0dt+ π1(t)
(
r1dt+ σdW 1(t)

)
= (r0X(t) + (θ − ηq1(t))a) dt+ b((1− q1(t))dW

0(t) + (r1 − r0)π1(t)dt+ σπ1(t)dW
1(t). (4)

当{q1(t), π1(t)}t∈[0,T ]是Ft−循序可测的,且满足 0 6 q1(t) 6 1, π1(t) > 0,
∫ T

0
(π1(t))

2
dt < ∞,则称策

略 α为可行的. 记保险公司所有可行策略的集合为 α1
s.

2.2 再再再保保保险险险公公公司司司的的的财财财富富富过过过程程程

类似于保险公司的财富模型, 可以得到再保险公司的财富过程, 其中再保险公司的保费费率 c1 =

(1 + η)aq2,赔付过程为

q2dC(t) = q2
(
adt− bdW 0(t)

)
,

假设 π2(t)表示再保险公司在 t时刻投资于风险资产上金额,则X(t)− π2(t)表示 t时刻投入在无风险

资产上的金额. 易知再保险公司的财富过程

dX(t) = c1dt− q2(t)dC(t) + (X(t)− π2(t)) r0dt+ π2(t)
(
r1dt+ σdW 1(t)

)
= (r0X(t) + ηaq2(t)) dt+ bq2(t)dW

0(t) + (r1 − r0)π2(t)dt+ σπ2(t)dW
1(t). (5)

若{q2(t), π2(t)}t∈[0,T ]是 Ft−循序可测的且 0 6 q2(t) 6 1,
∫ T

0
(π2(t))

2
dt < ∞,则称 π2(t)是可行的.

记再保险公司所有可行策略的集合为 α2
s.

3 模模模型型型求求求解解解

投资者希望终值财富最大化,即投资者期望找到一个最优投资策略 α∗,使得 T 时刻财富值的期望效用

最大.因此,投资者的目标函数为max
α∈αs

E[u(X(t))], 0 6 t 6 T ,其中 αs 表示可行策略集合, u(·)表示效用函
数, E[u(·)]为效用函数的期望.

本文的目标是找到使得投资者终端财富期望效用最大化的策略.

效用函数 u(x)是增函数,并且是一个凹函数(u′ > 0, u′′ < 0). 故存在唯一的最优投资策略使得期望效

用的终值达到最大.对于策略 α,定义 t时刻在状态 x下投资者终端财富的条件期望效用为

Vα(t, x) = E[u(X(T ))|X(t) = x].

为使财富最大化,考虑如下最优问题,即价值函数

V (t, x) = sup
α∈αs

Vα(t, x) (6)

以及最优策略(q∗(t), π∗(t)),使得 Vα∗(t, x) = V (t, x).

3.1 保保保险险险公公公司司司最最最优优优策策策略略略

假设投资者的效用函数 u(·)为指数效用函数,即

u(x) = λ0 −
γ

m1

e−m1x, λ0 > 0, m1 > 0. (7)
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为解决上述问题, 使用 Fleming 等 [19]描述的动态规划的方法. 如果价值函数 V及其偏导数 Vt, Vx,

Vxx在 R1
+ → R1上连续, (t, x) ∈ [0, T )×R,那么 V 满足如下的 HJB方程

Vt + max
06q161

(
(r0x+ (θ − ηq1)a)Vx +

1

2
(1− q1)

2b2Vxx

)
+max

π1>0

(
(r1 − r0)π1Vx +

1

2
σ2π1Vxx

)
= 0, (8)

边界条件为 V (T, x) = u(x). (9)

下面将根据边界条件(9)求解方程(8). 假设式(8)等号左边的表达式在控制区间内取得最大值, 即

对 ∀(t, x) ∈ [0, T )×R, q∗(t) ∈ [0, 1], π∗
1(t) > 0. 分别将该表达式对 q1和 π1求一阶偏导数并令导数为 0,得

q01(t) = 1 +
ηaVx

b2Vxx

, (10)

π0
1(t) =

(r0 − r1)Vx

σ2Vxx

. (11)

由此可以看出 q01(t) 6 1. 如果 q01(t) > 0,那么 q∗1(t)即为 q01(t). 如果 q01(t) 6 0,令 q∗1(t) = 0.

根据上述分析,可以得到以下两个引理.

引引引理理理 1 令 U1 = {(t, x) ∈ [0, T )×R : 0 6 q01(t) 6 1, π0
1(t) > 0},假设 V 是方程

Vt + (r0x+ (θ − ηq1)a)Vx −
1

2

(
a2η2

b2
+

(r1 − r0)
2

σ2

)
V 2
x

Vxx

= 0, (t, x) ∈ U1 (12)

的一个解, V (T, x) = u(x),且 V (t, x)是凹函数,关于 x递增.则 V 满足 HJB方程(8),以及边界条件式(9).

证明 很容易看出, 在 U1 中, 式(8)的上确界在式(10)和式(11)中的 q01(t) 和 π0
1(t) 处取到, 将 q01(t)

和 π0
1(t)代入式(8)即可得到式(12). 证毕.

引引引理理理 2 令 U2 = {(t, x) ∈ [0, T )×R : q01(t) < 0, π0
1(t) > 0},假设 V 是

Vt + (r0x+ θa)Vx +
1

2
b2Vxx −

(r1 − r0)
2

2σ2

V 2
x

Vxx

= 0, (t, x) ∈ U2 (13)

的一个解, V (T, x) = u(x),且 V (t, x)是凹函数,关于 x递增.则 V 满足 HJB方程(8),以及边界条件式(9).

证明 与引理 1的证明类似,容易看出,在 U2 中,式(8)的上确界在 q01(t) = 0和 π0
1(t) =

(r0 − r1)Vx

σ2Vxx

处取到,将其代入式(8)即可得到式(13). 证毕.

现在根据以上两个引理找到满足边界条件(9)的 HJB方程的解. 令(q∗(t), π∗(t))为满足式(8)的最优策

略,那么有两种可能: (0 6 q01(t) 6 1, π0
1(t) > 0), (q01(t) < 0, π0

1(t) > 0).

如果(0 6 q01(t) 6 1, π0
1(t) > 0),由之前的证明可知,最优再保险策略 q∗1(t)即为式(10)中的 q01(t),最优

投资策略 π∗
1(t)为式(11)中的 π0

1(t). 将它们代入式(8),可以得到式(12). 根据文献[1]的式(79),试图找到一个

如下形式的解,即

V (t, x) = λ0 −
γ

m1

exp

(
−m1xe

r0(T−t) − 1

2

(
a2η2

b2
+

(r1 − r0)
2

σ2

)
(T − t) + h(T − t)

)
, (14)

其中 h(x)为待定函数.

将式(14)代入式(12)得 Vx = (V (t, x)− λ0)
(
−m1e

r0(T−t)
)
,

Vxx = (V (t, x)− λ0)
(
m1

2e2r0(T−t)
)
,

Vt = (V (t, x)− λ0)

(
m1xe

r0(T−t)r0 +
1

2

(
a2η2

b2
+

(r1 − r0)
2

σ2

)
− h′(T − t)

)
,
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解得 h(T − t) = h1(T − t) + k,其中 h1(T − t) = m1a(η − θ)(er0(T−t) − 1)/r0, k为待定常数.

从而得到如下形式的解

V (t, x) = λ0 −
γ

m1

exp

(
−m1xe

r0(T−t) − 1

2

(
a2η2

b2
+

(r1 − r0)
2

σ2

)
(T − t) + h1(T − t) + k

)
, (15)

由式(10),式(11)和式(15)可知最优策略为

(q∗1(t), π
∗
1(t)) =

(
1− aηe−r0(T−t)/(m1b

2), (r1 − r0)e
−r0(T−t)/(m1σ

2)
)
. (16)

对于式(16)中 q∗1(t)和 π∗
1(t)的形式,需要对保险公司的再保险策略 q01(t)分两种情况讨论:

情况 1

0 6 q01(t) 6 1 :

 aη 6 m1b
2

m1b
2 < aη 6 m1b

2er0T , t 6 T − (ln(aη)− ln(m1b
2))/r0.

(17)

情况 2

q01(t) < 0 :

 aη > m1b
2er0T

m1b
2 < aη < m1b

2er0T , t > T − (ln(aη)− ln(m1b
2))/r0.

(18)

在情况 2中, (q01(t) < 0, π0
1(t) > 0),由引理 2,式(8)的解可以写成式(13)的形式. 运用文献[1]的方法,有

V (t, x) = λ0 −
γ

m1

exp

(
−m1xe

r0(T−t) − 1

2

(r1 − r0)
2

σ2
(T − t) + h2(T − t)

)
, (19)

解得

h2(T − t) = −m1θa
er0(T−t) − 1

r0
+

1

4
m1

2b2
e2r0(T−t) − 1

r0
,

因此,在这种情况下的最优策略为

(q∗1(t), π
∗
1(t)) =

(
0,

(r1 − r0)

m1σ2
e−r0(T−t)

)
. (20)

当 m1b
2 < aη 6 m1b

2er0T 时,由式(15)和式(19)定义的 V (t, x)在 t = T − (ln(aη) − ln(m1b
2))/r0 处

连续,因此可以解得

k =
1

b2r0

(
aηm1b

2 − 3

4
a2η2 − 1

4
m1

2b4 +
1

2
a2η2(ln(aη)− ln(m1b

2))

)
. (21)

定定定理理理 1 保险公司的价值函数 V (t, x)及对应的最优策略 (q∗1(t), π
∗
1(t))如下:

1)当 aη 6 m1b
2时, V (t, x)和 (q∗1(t), π

∗
1(t))由式(15)和式(16)给出,且 k = 0;

2)当 aη > m1b
2er0T 时, V (t, x)和 (q∗1(t), π

∗
1(t))由式(19)和式(20)给出;

3)当m1b
2 < aη 6 m1b

2er0T时, k由式(21)给出,

V (t, x) =

式(15), 0 6 t 6 T − (ln(aη)− ln(m1b
2))/r0

式(19), t > T − (ln(aη)− ln(m1b
2))/r0,

(q∗1(t), π
∗
1(t)) =

式(16) 0 6 t 6 T − (ln(aη)− ln(m1b
2))/r0

式(20), t > T − (ln(aη)− ln(m1b
2))/r0.

3.2 再再再保保保险险险公公公司司司最最最优优优策策策略略略

假设再保险公司的效用函数 u(·)为指数效用函数,即

u(x) = λ0 − γe−m2x/m2, λ0 > 0, m2 > 0.
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再保险公司的目标也是终端财富的期望效用最大化.

类似于上述求解过程,再保险公司的价值函数 V 满足如下的 HJB方程

Vt + max
06q61

(
(r0x+ ηaq2)Vx +

1

2
b2q2

2Vxx

)
+max

π2>0

(
(r1 − r0)π2Vx +

1

2
σ2π2Vxx

)
= 0, (22)

(t, x) ∈ [0, T )×R,满足边界条件

V (T, x) = u(x). (23)

下面将根据边界条件(23)求解方程(22). 假设式(22)等号左边的表达式在控制区间内取得最大值, 即

对 ∀(t, x) ∈ [0, T )×R, q∗2(t) ∈ [0, 1], π∗
2(t) > 0. 分别对式(22)中的 q2和 π2求一阶偏导,令导数为 0,得

q02(t) = − ηaVx

b2Vxx

, (24)

π0
2(t) =

(r0 − r1)Vx

σ2Vxx

. (25)

由此可以看出 q02(t) > 0. 如果 q02(t) 6 1,那么 q∗2(t)即为 q02(t). 如果 q02(t) > 1,令 q∗2(t) = 1.

根据上述分析,可以得到以下两个引理.

引引引理理理 3 令A1 = {(t, x) ∈ [0, T )×R : 0 6 q02(t) 6 1, π0
2(t) > 0},假设 V 是

Vt + r0xVx −
1

2

(
a2η2

b2
+

(r1 − r0)
2

σ2

)
V 2
x

Vxx

= 0, (t, x) ∈ A1 (26)

的一个解, V (T, x) = u(x),且 V (t, x)是凹函数,关于 x递增.则 V 满足 HJB方程(22),以及在A1中的边界

条件式(23).

引引引理理理 4 令A2 = {(t, x) ∈ [0, T )×R : q02(t) > 1, π0
2(t) > 0},假设 V 是

Vt + (r0x+ ηa)Vx +
1

2
b2Vxx −

(r1 − r0)
2

2σ2

V 2
x

Vxx

= 0, (t, x) ∈ A2 (27)

的一个解, V (T, x) = u(x),且 V (t, x)是凹函数,关于 x递增.则 V 满足 HJB方程(22),以及在A2中的边界

条件式(23).

引理 3和引理 4的证明与引理 1和引理 2的证明类似,此处省略.

下面由引理 3和引理 4找到满足边界条件的式(22)的解. 令(q∗2(t), π
∗
2(t))为满足式(22)的最优策略,那么

有两种可能: (0 6 q02(t) 6 1, π0
2(t) > 0), (q02(t) > 1, π0

2(t) > 0).

如果(0 6 q02(t) 6 1, π0
2(t) > 0), 由之前的证明可知, q∗2(t) 即为式(24)中的 q02(t), π

∗
2(t) 为式(25)中

的 π0
2(t). 将它们代入式(22),可以得到式(26). 根据文献[1]的式(79),试图找到一个如下形式的解,即

V (t, x) = λ0 −
γ

m2

exp

(
−m2xe

r0(T−t) − 1

2

(
a2η2

b2
+

(r1 − r0)
2

σ2

)
(T − t) + h(T − t)

)
, (28)

其中 h(x)为待定函数.

将式(28)代入式(22)中,解得 h(T − t) = c, c为待定常数. 从而得到如下形式的解

V (t, x) = λ0 −
γ

m2

exp

(
−m2xe

r0(T−t) − 1

2

(
a2η2

b2
+

(r1 − r0)
2

σ2

)
(T − t) + c

)
, (29)

由式(24),式(25)和式(29)可知

(q02(t), π
0
2(t)) =

(
aη

m2b2
e−r0(T−t),

(r1 − r0)

m2σ2
e−r0(T−t)

)
. (30)
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由式(30)中 q02(t)和 π0
2(t)的形式,需要对再保险公司的再保险策略 q02(t)分两种情况进行讨论:

情况 1

0 6 q02(t) 6 1 :

 aη 6 m2b
2

m2b
2 < aη 6 m2b

2er0T , t 6 T − (ln(aη)− ln(m2b
2))/r0.

(31)

情况 2

q02(t) > 1 :

 aη > m2b
2er0T

m2b
2 < aη < m2b

2er0T , t > T − (ln(aη)− ln(m2b
2))/r0.

(32)

在情况 2中, (q02(t) > 1, π0
2(t) > 0),由引理 4,原 HJB方程的解可由式(27)得到. 根据文献[1]的方法,有

V (t, x) = λ0 −
γ

m2

exp

(
−m2xe

r0(T−t) − (r1 − r0)
2

2σ2
(T − t) + h3(T − t)

)
, (33)

其中 h3(T − t) = −m2ηa
er0(T−t) − 1

r0
+

1

4
m2

2b2
e2r0(T−t) − 1

r0
.

在这种情况下的最优策略为

(q∗2(t), π
∗
2(t, x)) =

(
1,

(r1 − r0)

m2σ2
e−r0(T−t)

)
. (34)

当m2b
2 < aη < m2b

2er0T 时,根据 V (t, x)在 t = T − (ln(aη)− ln(m2b
2))/r0处的连续性,可以解得

c =
1

b2r0

(
aηm2b

2 − 3

4
a2η2 − 1

4
m2

2b4 +
1

2
a2η2

(
ln(aη)− ln

(
m2b

2
)))

. (35)

定定定理理理 2 再保险公司的价值函数 V (t, x)及对应的最优策略 (q∗2(t), π
∗
2(t))如下:

1)当 aη 6 m2b
2时, V (t, x)和 (q∗2(t), π

∗
2(t))由式(29)和式(30)给出,且 c = 0;

2)当 aη > m2b
2er0T 时, V (t, x)和 (q∗2(t), π

∗
2(t))由式(33)和式(34)给出;

3)当m2b
2 < aη 6 m2b

2er0T 时, c由式(35)给出,

V (t, x) =


式(29), 0 6 t 6 T − (ln(aη)− ln(m2b

2))/r0

式(33), t > T − (ln(aη)− ln(m2b
2))/r0,

(q∗2(t), π
∗
2(t)) =


式(30), 0 6 t 6 T − (ln(aη)− ln(m2b

2))/r0

式(34), t > T − (ln(aη)− ln(m2b
2))/r0.

4 经经经济济济分分分析析析与与与数数数值值值实实实例例例

在实际金融市场中存在多家保险公司和再保险公司,在模型中简化为只有两个局中人: 保险公司和再

保险公司. 这种假设与实际观察到的当事人的行为一致,同时也为了研究问题的方便.

4.1 两两两个个个最最最优优优再再再保保保险险险策策策略略略的的的比比比较较较

再保险比例的确定是保险公司和再保险公司在各自效用最大化前提下相互博弈的结果.

从模型的结果可以看出,在完全信息条件下,即保险公司和再保险公司对风险标的资产的损失额大小都

有完全信息,存在共同认识,根据文中保险公司和再保险公司的财富过程,当m1 = m2 时,计算得到的保险

公司和再保险公司的最优再保险比例之和为 1. 这体现了保险公司与再保险公司的一个博弈过程.

为了便于后面的讨论,将保险公司的最优再保险比例记为 q∗1(t), 将再保险公司的最优再保险比例记
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为 q∗2(t). 本文就 q∗1(t) = q∗2(t), q
∗
1(t) < q∗2(t), q

∗
1(t) > q∗2(t)三种情况进行研究.

对于以指数效用函数作为其效用函数的保险公司和再保险公司而言,同时考虑投资以及再保险过程,可

以发现:

1)当 1− aη

m1b2
e−r0(T−t) =

aη

m2b2
e−r0(T−t)时, q∗1(t) = q∗2(t),保险公司与再保险公司的期望效用同时达

到最优状态,双方的利益均达到最大化,此时认为两公司可以达成共识,再保险合同成立.

2)当1 − aη

m1b2
e−r0(T−t) <

aη

m2b2
e−r0(T−t)时, q∗1(t) < q∗2(t),此时保险公司的最优再保险比例小于再保

险公司的最优再保险比例,保险公司的最优策略相对保守,只愿意分担 q∗1(t)比例的再保险,而再保险公司

的最优策略相对激进,愿意接受更大比例的再保险.

3)当 1 − aη

m1b2
e−r0(T−t) >

aη

m2b2
e−r0(T−t) 时, q∗1(t) > q∗2(t),在这种情况下,保险公司希望将更多的风

险分散给再保险公司,而再保险公司只愿意接受 q∗2(t)比例的再保险,因此保险公司应在金融市场中寻找其

他的再保险公司,将 q∗1(t)− q∗2(t)比例的再保险进行分保,将风险分散给多家再保险公司.

4.2 外外外生生生变变变量量量对对对 q∗1(t), q∗2(t)的的的影影影响响响

以下考虑各变量对 q∗1(t), q
∗
2(t)的影响时,均假设其他变量取固定值.由 Yi等 [12],为了避免出现负索赔

的情况,即波动幅度不能过大,要求 a/b > 3,因此取 a = 4, b = 1. 在投资方面设无风险利率 r0 = 0.05,取

值为存贷款利率的中间值.

1)索赔率 a对 q∗1(t)和 q∗2(t)的影响
∂q∗1(t)

∂a
= − η

m1b2
e−r0(T−t),由 q∗1(t)表达式可以看出 a与 q∗1(t)的改变方向相反.事实上,随着索赔率

的增加,承保收益率 c0 = (1 + θ)a增加,再保险公司的保费增加,因此为了减少支出,保险公司将减少用于

购买再保险的资金. 而对于再保险公司来说,由于再保险保费随 a的增加而增大,所以其愿意接受的最优再

保险比例增大.

考虑在参数为 r0 = 0.05, η = 0.2, b = 1, m1 = 0.8, m2 = 0.6, T = 20, t = 0的情况下,令索赔率 a变

化,得到索赔率 a对最优再保险策略 q∗1(t)和 q∗2(t)的影响如图 1所示.
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图 1 索赔率 a对最优再保险策略的影响

Fig.1 The effect of the claim rate a on optimal reinsurance strategies

2)再保险公司的安全负荷 η对 q∗1(t)和 q∗2(t)的影响
∂q∗1(t)

∂η
= − a

m1b2
e−r0(T−t),

∂q∗2(t)

∂η
=

a

m1b2
e−r0(T−t),安全负荷 η 越大,表明再保险的成本越高,因而

保险公司选择减小再保险比例. 而对再保险公司而言, η越大说明其收取的再保险保费越高,其最优再保险

比例随着 η的增加而上升.
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考虑在参数为 r0 = 0.05, a = 4, b = 1, m1 = 0.8, m2 = 0.6, T = 20, t = 0的情况下,令安全负荷 η变

化,得到安全负荷 η对最优再保险策略 q∗1(t)和 q∗2(t)的影响如图 2所示.
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图 2 再保险公司的安全负荷 η对最优再保险策略的影响

Fig.2 The effect of the reinsurance company safety load η on optimal reinsurance strategies

3)风险厌恶系数m1对 q1
∗(t)的影响以及m2对 q2

∗(t)的影响
∂q∗1(t)

∂m1

=
aη

m2
1b

2
e−r0(T−t),

∂q∗2(t)

∂m2

= − aη

m2
2b

2
e−r0(T−t). m1 越大,表示是保险公司的风险厌恶程度越大,

保险公司的风险偏好也决定着再保险比例. 由q∗1(t)的表达式可看出,保险公司的风险厌恶程度越大,其选择

的再保险比例也越大,这也与实际相符.同样由 q∗2(t)可知,再保险公司的风险厌恶系数m2 越大,它愿意接

受的再保险比例越小.

考虑在参数为 r0 = 0.05, a = 4, b = 1, η = 0.2, T = 20, t = 0的情况下,令风险厌恶系数m1 和m2 变

化,得到风险厌恶系数m对最优再保险策略 q∗1(t)和 q∗2(t)的影响如图 3所示.
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图 3 风险厌恶系数m对最优再保险策略的影响

Fig.3 The effect of risk aversion m on optimal reinsurance strategies

4)风险波动率 b对 q∗1(t)和 q∗2(t)的影响

由定理 1可知,
∂q∗1(t)

∂m1

=
2aη

m1b3
e−r0(T−t), q∗1(t) 关于 b单调递增.这是由于风险波动率越大,表明风险的

波动幅度大,保险公司面临的承保风险不确定性增大,为了控制风险,保险公司将增加再保险比例.

考虑在参数为 r0 = 0.05, a = 4, η = 0.2, m1 = 0.8, m2 = 0.6, T = 20, t = 0的情况下,令风险波动率 b

变化,得到风险波动率 b对最优再保险策略 q∗1(t)和 q∗2(t)的影响如图 4所示.
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图 4 风险波动率 b对最优再保险策略的影响

Fig.4 The effect of volatility b on optimal reinsurance strategies

5 结结结束束束语语语

将保险精算问题与组合投资问题结合在一起进行研究,是一类极具理论研究价值的特殊的组合投资问

题.本文同时考虑了保险公司和再保险公司的利益,采用带漂移的几何布朗运动模拟保险公司的赔付过程,

假设保险公司和再保险公司都可以投资于一种风险资产和一种无风险资产,通过对目标函数进行分解,本

文分析了保险公司和再保险公司都满意的再保险策略需要满足的条件.最后,通过数值实例分析模型参数

对最优策略的影响,对保险和再保险市场有积极的理论和实践意义.

本文所作的研究是基于几何布朗运动模型,即风险资产的价格过程是 Black-Scholes模型. 在后续的研

究中,将引入 CEV, Hseton等模型来描述风险资产,更有效的模拟现实市场.
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