
第 31卷第 5期
2016年 10月

系 统 工 程 学 报

JOURNAL OF SYSTEMS ENGINEERING
Vol.31 No.5

Oct. 2016

随机波动率 Hull-White模型参数估计方法
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摘要: 构建随机波动率的两因子模型,应用两阶段半参数方法估计模型中的常系数参数,使用核估计方法估计长期

均值函数,给出了两阶段估计方法的相容性和参数的渐近性性质. 实证结果表明了对比常系数模型,引入长期均值

函数模型将会改善似然函数估计值,而且也能够很好地解释中央银行和政府已实施政策的有效性. 此外,可以在不

增加维数的条件下,使用该模型对利率衍生品进行更有效地定价.
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Parametric estimation of Hull-White model for stochastic volatility
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Abstract: A two-factor model of stochastic volatility is established. A two-stage semi-parameter method is ap-
plied to estimate constant coefficient parameters of this model. Moreover, kernel estimator method is developed
to estimate the long-term mean value function, by this method the consistency of the two-stage method and the
asymptotic normality of parameters are obtained. The empirical results show that the likelihood function can
be improved in the long-term mean value model rather than the constant coefficient model. Also, the model
provides a good explanation for the effective policies implemented by the central bank and the government.
Besides, the industries can use the above model for valuing interest-rate-derivative securities without increasing
the dimension.
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1 引引引 言言言

利率是金融市场中非常重要的一个指标,几乎所有的金融现象和活动都和利率相关.因此构建合适的短

期利率模型变得尤为重要.构建短期利率模型可分为两类: 单因子模型;多因子模型. 虽然实证表明了单因

子模型也能很好地拟合市场的数据 [1,2], 但是单因子模型无法产生较复杂的收益率曲线的形状.因此,多因

子短期利率模型应运而生[3,4].
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Litterman等[5]基于实证方法论述了随机波动率模型的必要性. Kim等[6]应用多因子模型对日本债券收

益率数据进行分析发现当瞬时利率很小时,两因子高斯模型拟合效果较好. Cheridito等[7]和 Pierre等[8]基于

横截面数据相应给出多因模型的参数估计方法及实证的结果.虽然,上述的研究结果表明了可以通过引入

状态变量改善模型的拟合效果,但是相应的衍生品定价的维数也增加从而导致数值方法也变得更加困难,

而且相应的参数估计问题也变的困难.如 Duffee等[9]指出了由于多因子模型的复杂性,相应的参数估计识

别问题也变得困难.因此,为了给出最优的统计方法,选择了状态变量相互独立的仿射性结构模型.

为了给出简约的模型, Andersen 等[10], Fong 等[11], Longstaff 等[12] 及 Surya[13]构建了随机波动率两因

子模型, 并通过实证分析说明了引入随机波动率是必要的. 然而在上述的模型中, 长期均值均是常数. 因

此, Balduzzi等[14,15],和 Chen[16]研究了引入长期均值作为状态变量的短期利率模型,并通过实证和数值分

析说明了该模型不仅改变了短期利率期限结构的形状而且也改善了拟合效果.范龙振等[17]在漂移项中引

入了储蓄存款利率作为状态变量来改善拟合效果.但是,由于引入新的状态变量,相应的衍生品定价偏微

分方程的维数也会增加,从而导致数值方法变得比较复杂. 另一方面,在文献[14,15]中,长期均值几乎和瞬

时利率呈现一样的震荡, 这种现象很难精确地刻画长期预期利率的趋势. 江良[18]也通过核估计方法估计

了 Hull-White模型中的参数,但该作者考虑的模型是单因子模型.

基于上面分析的原因,本文用时间函数描述长期均值的变化,考虑了随机波动率的短期利率模型,并相

应地给出了半参数估计方法. 该模型既能改善数据的拟合效果也不增加衍生品定价的维数,并兼顾随机波

动率良好的特性. 而且实证分析也表明了引入均值函数能更好地刻画中央银行和政府已实施政策的有效

性(详细的分析见本文第 4节). 此外,考虑均值函数的模型也可改善衍生品的定价. 如 Hull等[2] 研究了时间

变量系数的单因子模型衍生品定价时,他们发现其衍生品的定价和常数系数的两因子模型没有显著的差异.

Grzelak等[19]引入 Hull-White模型给出债券定价过程,并指出引入 Hull-White模型是必要的.

为了说明本文模型的有效性,将使用似然函数来诊断模型. 由于模型中含有时间函数的参数,因此将提

出一种半参数估计方法来计算似然函数值.根据 Härdle等[20] 和 Ramsay等[21] 对于半参数模型的估计方法

一般可分为如下两类: 核估计方法;正则化方法. 本文将选择核估计方法,其主要原因是均值函数可通过核

函数在每个节点上加权平均近似,其近似的函数仅依赖于给定窗口. 此外,由于瞬时波动率是不可观测的,

因此将通过两组不同到期日债券的线性组合来近似波动率过程 [16,22]. 本文模型是在风险中性测度下所构

建的,这就使得对利率衍生品的定价时可直接使用这些参数的估计值.

2 随随随机机机波波波动动动率率率Hull-White短短短期期期利利利率率率模模模型型型

首先,假设在风险中性测度下短期利率满足下面的模型(SVHW)

drt = (θ(t)− art)dt+
√
VtdW

r
t , (1)

dVt =α(β/α− Vt)dt+ σv

√
VtdW

v
t , (2)

其中W r
t ,W

v
t 是一对标准布朗运动, E [dW r

t dW
v
t ] = ρdt; α, β/α,和 σv分别表示随机波动率的速率,均值

和波动率.

在该模型中瞬时波动率满足 CIR模型[23]以至于使得波动率是非负的(假设 Feller条件满足),而且长期

波动率是一个常数. 一个似乎更合理的假设是式(1)满足 CIR随机过程,然而归咎于相关系数 ρ,此时债券价

格无仿射性结构解[24].但是相关系数又是一个非常重要的指标.如, Balduzzi等[15]发现了利率和随机波动率

水平变化是正相关的. Cheridito等[7]通过债券数据发现了相关系数也是正的(几乎接近1). 基于这些原因,不

考虑对于随机利率满足 CIR动态过程的模型.

注意到, SVHW模型包含一些其它的模型. 当波动率是常数时,就是众所周知的 HW模型[2];当 θ(t)是

常数时,模型变化为 FV模型[11] ;当波动率 Vt和 θ(t)都是常数时,其模型为 Vasicek模型[25].
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设 P (t, T ) = P (t, T, Vt, rt)为在 t时刻到期日为 T 的债券价格.设信息流 Ft 是关于 Vt 和 rt 在 t之前

的所有信息.那么债券价格为 P (t, T ) = E
[
e−

r T
t

rτdτ
∣∣Ft

]
,其中 E[ · ]为期望值算子.

根据计价单位转换原理 [24], 如果选取银行账户B(t) = exp(
r t

0
rudu)作为计价单位,则P (t, T )/B(t)是

一个鞅,其微分为

d
(
e−

r t
0
rτdτP

)
= e−

r t
0
rτdτ ·((

∂P

∂t
+

1

2
σ2
vV

∂2P

∂V 2
+ σvρV

∂2P

∂r∂V
+

1

2
V
∂2P

∂r2
+ (β − αV )

∂P

∂V
+ (θ(t)− ar)

∂P

∂r
− rP

)
dt+

(
σv

√
V
∂P

∂V
dW v

t +
∂P

∂r
dW r

t

))
.

根据鞅的性质,可得以下偏微分方程.

∂P

∂t
+ (θ(t)− ar)

∂P

∂r
+

1

2
V
∂2P

∂r2
+ (β − αV )

∂P

∂V
+

1

2
σ2
vV

∂2P

∂V 2
+ σvρV

∂2P

∂r∂V
− rP = 0, (3)

其终端条件为 P (T, T ) = 1.

根据 Duffie 等[4]研究的结果, 方程式(3)存在仿射性结构解, 即 P (t, T ) = exp(A(t, T ) − rB(t, T ) −
V C(t, T )),其中 A = A(t, T ), B = B(t, T )及 C = C(t, T )满足下面的常微分方程组,即

Bt − aB + 1 = 0

Ct − (α+ σvρB)C − 1

2
σ2
vC

2 − 1

2
B2 = 0

At − θ(t)B − βC = 0,

(4)

其终端条件为 A(T, T ) = B(T, T ) = C(T, T ) = 0. 显然在给定终端条件下 B(t, T )的解析解为 B(t, T ) =

(1− e−a(T−t))/a.而常微分方程(4)是一个众所周知的 Riccati方程. 由于该方程的系数是关于时间变量的函
数,因此一般没有解析解,所以将使用数值方法求解. 若给定 C 和 B 的解,则 A的解为

A(t, T ) = −
w T

t
θ(t)B(t, T )dt− β

w T

t
C(t, T )dt.

3 参参参数数数校校校正正正方方方法法法

不失一般性,假设债券价格是从当前时刻开始观察. 为了能给出参数估计方法,首先需要处理隐含状态
变量 Vt.对于本文的问题,将利用不同到期日可观测的债券价格数据近似随机波动率.

设 R(t, T )为在 t时刻到期日为 T 的零息债券收益率,则

R(t, T )(T − t) = − lnP (t, T ) = −A(t, T ) + rtB(t, T ) + VtC(t, T ).

假设 R(t, T1)和 R(t, T2)是两个不同到期日收益率 (T1 ̸= T2),可得

R(t, T1)(T1 − t) = − lnP (t, T ) = −A(t, T1) + rtB(t, T1) + VtC(t, T1), (5)

R(t, T2)(T2 − t) = − lnP (t, T ) = −A(t, T2) + rtB(t, T2) + VtC(t, T2). (6)

从式(5)和式(6)可得

Vt(B2C1 −B1C2) = (B2R(t, T1)(T1 − t)−B1R(t, T2)(T1 − t)) +A1B2 −A2B1, (7)

其中 Am = A(t, Tm), Bm = B(t, Tm)及 Cm = C(t, Tm), m = 1, 2.

为了简化,在实际应用中对于表达式(7)通过线性组合来近似其动态的过程,即

Vt ≈ α0 + α1(B2R(t, T1)(T1 − t)−B1R(t, T2)(T2 − t)), (8)
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其中 α0和α1是常数. 显然式(8)仅依赖于参数α0,α1及 a.比较动态过程(2),辅助过程(8)简化参数估计过程.

下面将通过式(1)和辅助过程式(8)建立似然函数并给出半参数估计方法.

设∆t = ti − ti−1(i = 1, 2, . . . , N), 其中 tN 是最大的观察值及 t0 = 0.式(1)的欧拉离散形式为

ri+1 − ri ≈ (θi − ari)∆t+
√
Vi

√
∆t zi+1, i = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (9)

其中 ri = rti , Vi = V (ti), θi = θ(ti)及 zi+1 是一个服从标准正态分布的随机数. 若给定 Vi,式(9)的离散式
是有偏的. 尽管在给定 V 的条件下,随机微分方程(1)有解析表达式[24],但是,如果 ∆t足够小,有偏的现象

将会减少. 实际上, Glasserman [26]论述了式(9)的离散式是可行的. 相应式(8)的离散过程为

Vi = α0 + α1(B2R(ti, T1)(T2 − ti)−B1R(ti, T2)(T2 − ti)). (10)

根据式(9)和式(10),似然函数为

L(θ,η) = ln
N−1∏
i=0

f(ri+1|ri,η, θ) = −
N−1∑
i=0

(
1

2
lnV 2

i +
(ri+1 − ri(1− a∆t)− θi∆t)

2

2V 2
i ∆t

)
+ c, (11)

其中 c是不依赖于 θi 和 η 的常数, η = (a, α0, α1), f(·|·, ·, ·)是条件密度函数, ri 是 r = (r0, r1, . . . , rN)的

分量, i = 0, 1, 2 . . . , N .

为了估计 θ(t) (其离散值为 θi ),引入众所周知 Nadaraya-Watson核函数估计 [20].那么 θ(t)可近似为

θh(t) =
N−1∑
i=0

Wi(t)Yi, (12)

其中 Yi = ri+1−ri(1−a∆t),Wi(t)是权重函数Wi(t) = Kh(t− ti)

(
N−1∑
i=0

Kh(t− ti)

)−1

, h是窗口,Kh(s) =

h−1K(sh−1),其中 K(·)是核函数. 选取合适的 h值将会改善 θ(t)的光滑性. 若 h → 0, θh(t) → Yi,这隐

含着对于 θ(t)是过分估计.若 h → ∞, θh(t) → N−1
N−1∑
i=0

Yi,意味着 θ(t)是常数. 一般来讲, h选取比核函数

选取更加重要,如 Härdle等[20]指出不同核函数选取最优窗口 h之间相差一项常数因子. 因此本文将选取高
斯核函数.

下面将给出基于时间序列数据的两因子模型极大似然估计方法. 基于式(11)和式(12),似然函数近似为

ℓ(θ,η) = ℓ(θh,η| r, h) = −
N−1∑
i=0

(
1

2
lnV 2

i +
(ri+1 − ri(1− a∆t)− θh(ti)∆t)

2

2V 2
i ∆t

)
, (13)

其中 Vi用式(10)来近似计算.

注意到,若直接最大化似然函数式(13),其过程比较复杂,因此基于 Simar等[27]的思想,采用两阶段估计
方法. 其核心思想是把上述问题化为两个简单的问题:一个非参数问题;一个全参数问题,其算法如下:

步骤 1 给定一个初值 η0 ;

步骤 2 求优化问题(13),即

θ̂h(t,η) = argmax ℓ (θh(t),η) ; (14)

步骤 3 根据步骤 2的估计结果 θ̂h(t,η),求下面的优化问题

η̂ = argmax
η∈Ω(η)

ℓ
(
θ̂h(t,η0),η

)
, (15)

其中 Ω(η)是参数 η所在的领域;

步骤 4 重复步骤 2和步骤 3直到收敛.

显然,在给定参数 η条件下,优化问题(14)转化为一个标准的非参数估计问题,即

θ̂h(η) = argmin
N−1∑
i=0

(Yi − θh(ti))
2. (16)
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在算法步骤 3中,将使用 Aı̈t-Sahalia等[22] 的极大似然估计方法. 注意在使用算法时,需要回答两个主要
的问题:步骤 2和步骤 3是否相容的;步骤 3的渐近性质.

接下去部分,将回答这两个问题.首先考虑算法步骤 2 ,若给定真实的 η∗,当 h → 0, θh(t, η∗)能否依概

率收敛到相应的真实值 θ∗.为了证明其相容性,需要下面的假设.

假假假设设设 1 在给定 η条件下,假设 Yi的真实密度函数为 f(Y |η),其均值和方差满足下面的条件,即

0 < E[Y ] < ∞, 且 Var(Y ) < ∞,

其中 Var(·)表示方差.

假设 1说明了在使用数据时,相应的均值和方差是有界的. 现实中,瞬时利率的时间序列数据的均值和
方差一定是可满足上面条件的. 而且从假设 1可以得出二阶矩是有界的,即 E [Y 2] = Var(Y ) + (E[Y ])2 <

∞. 这个条件保证 θ(η, t)是均方收敛的,从而可以得到定理 1的结果.根据假设 1,给出下面相容性定理,其
证明过程可参考文献[28]中的性质 3.1.1.

定定定理理理 1 假设 1成立. 如果Nh → ∞和 h → 0那么有

θh(t,η)
P−→ θ̂(η), (17)

其中
P−→表示依概率收敛.

定理 1说明了,若给定真实值 η∗, 通过优化问题(14)所得 θ值将概率收敛到 θ∗. 因此,需要进一步考虑
优化问题(15)的相容性问题.此时,需要一些正则性假设.

假假假设设设 2 假设 Ω(η)是紧的. θ∗ = θ∗(t)及 η∗是最大似然函数(13)的真实解且是 Ω(η) 的内点.

假设 2表明了在算法中对于常系数取值必须是有界的,而在实际应用中取有界的常系数是显然的. 另
一方面假设解是 Ω(η)的内点是数学上技术处理.

假假假设设设 3 定义下面的极限存在且一致收敛,即

d(η; θ) = lim
N→+∞

dN(η; θ) = lim
1
N

(ℓ(η, θ)− ℓ(η∗, θ)), ∀θ ∈ Ω(θ).

进一步假设,当 θ = θ∗, d(η; θ∗) = 0解是唯一,即 η = η∗.

假设 3,实际是 Kullback等[29]相对熵的概念. 若假设 ℓ(η∗, θ∗)的真实密度函数为 f(r|η∗, θ∗) > 0,根据

中心极限定理直接获得

d(η) = −
w
ln

f(r|η, θ∗)
f(r|η∗, θ∗)

f(r|η∗, θ∗)dr.

基于文献[29]中引理3.1, d(η) 6 0, 而且等号成立当且仅当 η = η∗.

假假假设设设 4 假设给定 η, ℓ(η, θ) 关于 θ(t) 是 Lipschitz 连续且Fréchet导数存在并有界. 另一方面, 给
定 θ, ∇ℓ(η, θ)向量的每个元素存在且 Lipschitz连续.矩阵 ∇2ℓ(η, θ)每个元素有定义并 Lipschitz连续,而
且该矩阵是可逆的.

在上面的正则性假设条件下,下面定理说明了算法中式(15)的相容性性质.

定定定理理理 2 设定理 1中的所有假设及假设 4成立. 假设 θ̂是通过算法中步骤 2估计得到. 下面的相容性成
立,即

sup
η∈Ω(η)

(
dN(η; θ̂)− dN(η; θ

∗)
)

P−→ 0. (18)

若假设 3成立,那么有下面相容性估计

η̂
P−→ η∗. (19)

证明 根据定义
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dN(η; θ̂)− dN(η; θ
∗) =

1

N
(ℓ(η, θ̂)− ℓ(η∗, θ̂)− ℓ(η, θ∗) + ℓ(η∗, θ∗))

=
1

N

(
ℓ(η, θ̂)− ℓ(η, θ∗)

)
+

1

N
(ℓ(η∗, θ∗)− ℓ(η, θ∗)).

根据假设 4及定理 1,显然式(18)成立. 基于文献[30]中定理 5.7,式(18)成立隐含着式(19)成立. 证毕.

最后,给出算法中式(15)渐近性. 首先,需要给出 Fisher信息矩阵.

假假假设设设 5 假设下列的极限存在且一致收敛,即 lim
N→+∞

(∇2ℓ(η∗, θ∗))/N = −I(η∗, θ∗).

定定定理理理 3 设假设 1 ∼ 假设 5成立,那么有下面的渐近性,
√
N(η̂ − η∗)

D−→ N (0, I(η∗, θ∗)−1),

其中记号
D−→ 表示依分布收敛.

证明 根据极大似然估计方法,优化问题(13)在极值点上梯度为零,即

0 = ∇ℓ(η, θ̂)
∣∣∣
η=η̂

= ∇ℓ(η, θ̂)
∣∣∣
η=η∗

+ ∇2ℓ(η, θ̂)
∣∣∣
η=η̃

(η̂ − η∗),

其中 η̃ ∈ U(θ∗) ⊂ Ω(η).

通过简单的代数运算,重写上面等式为
√
N(η̂ − η∗) =

(
N−1∇2ℓ(η̃, θ̂)

)−1

(1/
√
N)∇ℓ(η∗, θ̂).

为了证明上面等式依分布收敛,需要分开处理这个问题.首先,有
1√
N

∇ℓ(η∗, θ̂) =
1√
N

(
∇ℓ(η∗, θ∗) +∇ℓ(η∗, θ̂)−∇ℓ(η∗, θ∗)

)
P−→ 1√

N
∇ℓ(η∗, θ∗).

最后依概率收敛是根据定理 1结论. 根据极大似然定义及中心极限定理, 上面极限是服从零均值方差
为 I(η∗, θ∗)的正态分布.

现在给出 Hesse矩阵的估计,即
1

N
∇2ℓ(η̃, θ̂) =

1

N

(
(∇2ℓ(η̃, θ̂)−∇2ℓ(η∗, θ̂)) + (∇2ℓ(η∗, θ̂)−∇2ℓ(η∗, θ∗)) +∇2ℓ(η∗, θ∗)

)
.

显然根据定理 1及定理 2,上面等式依概率收敛到 I(η∗, θ∗) . 证毕.

4 实实实证证证分分分析析析

由于我国债券数据的不完整性,因此将使用美国债券数据. 根据 Durham [31] 的结果,选取每周交易 3个
月到期日的债券收益率近似无风险短期利率,其时间从 2000–01–07—2011–12–30,总的数据为 629(数据来
源于http://www.ustreas.gov). Balduzzi等[15]论述了使用不同的期限债券近似波动率是没有显著的差别,因此

本文将使用到期日为 1年和 2年的债券数据,时间步长为 1/52. 图 1描述了市场数据. 江良 [18]使用同样的数

据来比较 Vasicek模型和 Hull-White模型的似然函数值,而且也得出了 Hull-White模型的似然函数值稍微
地改善的结果,但为了比较模型的有效性,这些结果也将列出来.

基于Härdle等[20] 的结果,通过拇指原则,对于高斯核函数,最优宽度 h = σ̄ (4/(3N))
1/5

, 其中 σ̄ 是分

布函数的标准方差,而且 σ̄可近似为

σ̄ =

√√√√ 1

N − 1

N∑
i=1

(
Yi − Ȳ

)2
, (20)

其中 Ȳ =
1

N

N∑
i=1

Yi.
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为了区分不同 h值所对应估计值,设 h1, h2分别表示通过式(20)及式(21)近似获得,而且也设 h3为 σ̄ =

1近似.
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图 1 2000–01–07—2011–12–30市场数据.

Fig. 1 Market data from 2000–01–07 to 2011–12–30.

表 1列出了不同模型的参数估计值. 对 Vasicek 模型和 FV 模型, 长期均值分为 θ/a =0.005 1和 θ/a =

0.022 8. 当考虑均值函数时, 基于 HW 模型, 显然窗口 h = h1 时, 似然值最大; 对于 SVHW 模型, 选
取 h = h2 时,似然函数值最大.对比表 1中的似然函数值, Vasicek模型拟合效果最差, SVHW ( h = h2 )拟
合效果最好.而且观察表 1中的数据,基于 FV模型的似然函数值明显比单因子模型的似然函数值要大.这
一结果表明了两因子模型比单因子模型能更好地刻画市场数据; 另一方面, 对于单因子模型考虑随机波

动率比考虑均值函数影响要大,如 FV模型与 Vasicek模型的似然值比较,其似然比值为 1.378 7; HW模型
与 Vasicek模型的似然比值为 1.140 8. 而对于FV模型,考虑均值函数是必要的,如:当 h = h2, SVHW模型
的似然函数值比FV模型的似然函数值要大,大约为 1 700.

表 1 不同模型的参数估
Table 1 Parameters estimates for the different model

Model θ a σr α0 α1 l

Vasicek 0.001 3 0.255 3 0.011 0 — — 2 506.5

FV 0.0021 0.093 4 —- 0.006 4 0.290 3 3 455.7

HW (h1 = 0.016 4) — 0.271 1 0.006 3 — — 2 859.4
HW (h2 = 0.079 7) — 0.280 6 0.009 8 — — 2 756.2
HW (h3 = 0.292 5) — 380 6 0.063 6 — — 2 542.2

SVHW (h1 = 0.016 4) — 0.093 9 — 0.006 5 0.394 8 3 455.5
SVHW (h1 = 0.080 4) — 0.292 7 — 0.000 3 0.011 1 5 134.3
SVHW (h1 = 0.292 5) — 0.093 8 — 0.006 5 0.294 9 3 448.8

图 2描述了 HW模型和 SVHW 对于不同窗口 h选取所对应 θ(t)的数值结果.观察图 2中的图形,若
长期均值过度地拟合,导致数值结果出现激烈震荡. 这种现象很难给出参数的预测值和相应的衍生品定价,

而且业界也不喜欢不稳定的数值结果.结合表 1中的数据,显然对于单因子模型,若考虑数值结果的稳定性,
均值函数的模型对于拟合效果只是稍微地改善. 这就意味着对于实践者若使用单因子模型,就应该权衡拟
合的效果和数值稳定性. 进一步观察图 2可知,有一些数值解是负的. 对于高斯模型,短期利率取负的概率
是大于零,因此负的 θ(t)值是有可能的. 而且负的值表明了投资者对已实施政策的态度是消极的.

观察图 2,考虑均值函数有力地解释了 2008年发生次贷危机前后,投资者对于政府和美联储救市行为
的态度变化. 但是对于常系数模型,这种现象是很难解释的. 如在 2008年发生次贷危机时,不管美联储不断

下调利率,但是投资者的长期预期利率还是下降. 而在 2008年 10月份,通过美国政府救市,投资者的长期
预期利率值有明显的上升,这种现象持续到 2009年年初,投资者对整个预期收益率又回落. 而后联邦储备
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局通过购买国债救市,这就导致投资进一步对将来的预期收益率恢复了信心. 因此,考虑均值函数不仅对数
据拟合效果有了改善,而且为中央银行和政府对于实施政策的有效性提供了较好的参考依据.
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图 2 基于 HW 模型和 SVHW 模型对于不同窗口 h的 θ(t)数值结果

Fig. 2 The numerical results θ(t) for the different bandwidth h based on HW model and SVHW model

观察表 1中的数据和图 2,当 h = h1时,基于 SVHW模型, θ(t)函数的拟合效果最好,但是不稳定,其似

然函数值明显比 h = h2时似然函数值要小. 这就说明了引入随机波动率和均值函数是有必要的.

图 3显示了 SVHW模型对不同窗口选取所对应的瞬时波动率.
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图 3 基于 SVHW 模型对于不同窗口 h所对应的瞬时波动率 (V )

Fig. 3 The spot volatilities(V) by the different bandwidth h based on SVHW Model,

图 4画出了 FV模型的瞬时波动率.观察图 3和图 4,当 h = h1, h3 时,其瞬时波动率没有明显的差异,
这种现象和表 1中的似然函数值保持一致,因此当选取 h = h1, h3 时, 考虑长期均值是没有必要的. 然而
当 h = h2 时,其图像有着显著的差异,而且似然函数值也明显改善. 比较 SVHW (h = h2)模型的瞬时波动
率, FV模型的瞬时波动率被高估了.

表 2 列出了水平短期利率和波动率的相关系数估计值. 观察表 2 中数据, 对于 SVHW 模型, 当 h =

h1, h3 时,相关性系数估计值和 FV模型所得的估计值没有显著的差异.对于 SVHW(h = h2)模型,相关性

系数估计值最小,但所对应的似然值是最大的(看表 1中的数据). 此外,观察图 1、图 3和图 4,瞬时利率和波
动率运动的趋势是相同的. 这种现象表明它们之间的相关系数一定为正的(参考表 2中的数据).
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图 4 基于 FV模型的短期波动率

Fig. 4 Spot volatility for FV Model

表 2 短期利率和短期波动率水平相关性估计值
Table 2 Correlation coefficient estimates between the short interest rate and the spot volatility

FV model SVHW Model
dV dV (h1) dV (h2) dV (h3)

dr 0.239 4 0.239 2 0.147 0 0.239 2

5 结结结束束束语语语

众所周知,不断地合理引入状态变量,其相应的模型拟合效果将变得更好.但是基于模型的衍生品定价
的维数也会增加,这就导致衍生品定价数值方法变得更加困难.因此本文考虑随机波动率和均值函数的两
因子模型. 为了表明模型的合理性,本文选取时间序列数据,采用核函数估计方法并对随机波动率通过一个

辅助的过程近似进行参数估计.进一步给出了估计方法的相容性和渐近性性质.

实证分析表明了,考虑随机波动率和均值函数是必要的,而且均值函数的假设对于系数校正效果有明显
的改善. 但是对于单因子模型可能考虑均值函数需要根据实际应用的情况而定. 另一方面,考虑均值函数能
够很好地解释一些金融市场的行为,特别是给政府和中央银行对已实施政策的有效性提供了很好的参考依
据. 因此可以断言, SVHW模型比单因子模型及FV模型更加有效. 对于业界,可以在不增加状态变量的情况

下,使用更好的模型进行衍生品定价. 在进一步研究中,将考虑基于债券价格数据(横截面数据)两因子的参
数估计方法并给出 SVHW模型的衍生品定价.
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